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Abstract

In this paper, we have aimed at showing the available set of points of Lobachevsky axiom by the
help of Euclidean plane (As it is known, an Euclidean plane, which is a flat surface with no thick-
ness, extends forever to all directions.), especially on behalf of broadening the horizons in geo-
metry education of high school students.
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1. Introduction

Bilindigi tizere, ortaokul ve liselerin geometri derslerinde okutulan 6klid geometrisinde nokta ile dogru bu
diizlem geometrisinin esas kavramlaridir.

oM
/
Resim 1. Oklid geometrisinin temeli.

Herhangi bir M noktasi | dogrusu iizerinde olursa M e, dogru M noktasindan geger ve iki nokta dogrunun
iizerinde yer alir. Oklid geometrisinde her hangi iki dogru pargasi sadece iki durumda bulunabilir.
1. durum: Eger bu dogrularin ortak noktalar1 varsa kesisirler.

Resim 2. |y, |, kesisen dogrular.
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2. durum: Eger |y, I, dogrulariin ortak noktalar1 yoksa bu dogrular kesismez ve birbirlerine paraleldirler.

ll

M

Resim 3. Iy, |, paralel dogrular.

M noktasi | dogrusunun iizerinde degilse, M noktasindan gegen dogru destesi igerisinden sadece bir tanesi |
dogrusuna paraleldir.

Resim 4. 1, I; paralel dogrular.

Yukarida ifade edilen kavramlar, Oklid geometrisi diizlemi olarak okullarimizda &gretilmektedir. Burada
Oklid aksiyomlar1 onun temel esaslarmi teskil eder. 1829 yilinda N.I. Lobagevski, Geometriye bir yenilik olarak
paralellik aksiyomunu ilave eder ve kendisinin bu katkisin1 “Tasavvurdaki Geometri” olarak adlandirir.

Bu aksiyom (Lobagevski aksiyomu); Bir dogruya iizerinde bulunmayan noktadan kesismeyen iki dogru
cizilebilir, seklinde ifade edilir. Amacimiz Lobagevski aksiyomunun gecerli oldugu noktalar kiimesini gostere-
bilmektir. Bunun igin sadece Oklid diizleminden faydalamlacaktir. Bilindigi gibi, Oklid diizlemi sonsuz bir
sekilde biitiin yonlere uzayip gider.

Her ne kadar, diizlemin tamamin1 hayal etmemiz miimkiin olsa bile bunu gérmemiz miimkiin degildir. insanin
gdriis imkam sinirlandirilmistir. Oklid diizleminin gériinebilirligi miimkiin olan noktalarin1 Lobagevski diizle-
minin noktalari olarak alalim. Bu diizlemdeki dogrularin gorme mesafesine giren béliimiine Lobagevski diizle-
minin dogrular1 diye bakabiliriz. Eger goriis sahamiz daire seklinde olsa asagidaki sekil meydana gelir [1].

Resim 5. Lobagevski diizlemi.

Normalde diizlemin mavi boyali kismi bize gériinmemektedir. Demek ki Lobagevski diizleminin noktalarina,
daire i¢indeki noktalar ve dogrularma kirisler diye bakacak olursak T; ve T, dogrularmin | dogrusuyla kesis-
medigini agik bir sekilde goriip sdyleyebiliriz. Buradan da Lobagevski aksiyomunun sagladigini yani sdylenen
dogrularda | dogrusuyla kesismeyen Ty ve T, dogrular1 gosterilmis olur.

Resim 5’deki;

e MR dogrusu | dogrusuyla kesisir.
e MP dogrusuile | dogrusunun kesigme noktasi dairenin kenar noktasinda bulunur.
e |; dogrusu | dogrusuyla kesismemektedir.

Lobagevski aksiyomundan faydalanarak asagidaki teoremler ispatlanabilir.

Teorem-1: Bir dogru iizerinde olmayan herhangi bir noktadan dogru ile kesismeyen sinirsiz sayida dogru
cizilebilir. Bunu asagidaki resimde gorebiliriz.
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Resim 6. Kesismeyen dogrular.

Gercekten; Ty ve T, dogrulari digarida ¢izilen dogrulardan olusan dikey agidan gecen herhangi bir dogru | ile
kesismemektedir. M noktasindan gegen dogrular arasinda | dogrusu ile kesisen ve kesismeyen dogrular mev-
cuttur [2].

Tanim: M noktasindan gegen ve | dogrusu ile kesigen ve kesismeyen dogrular toplamini sinirlayan dogruya |
dogrusuna paralel dogru denir. Bu tanim asagidaki teoremi dogrulamaktadir.

Teorem-2: | dogrusunun disinda M noktasindan I’ye paralel iki dogru ¢izebiliriz.

Resim 7. Paralel dogrular.

Paralel dogrular iki tiirlii oldugundan, bunlarin farklarini, sagdan paralel ve soldan paralel tanimlariyla ifade

edebiliriz.

Resim 8. Soldan paralel dogrular.

®

Resim 9. Sagdan paralel dogrular.
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Simdi verilen bir | dogrusuna sagdan ve soldan paralel dogrular ¢izelim.

Resim 8 ve Resim 9°da paralel dogrular tasviri, ve Resim 10’da Oklid geometrisindeki paralel dogrularin
Lobagevski geometrisindeki ifadesi gosterilmektedir.

Resim 10. Oklid paralelleri.

Lobagevski diizlemini ifade edebilmek i¢in gérme mesafesini esas almistik. Resim 10’daki paralel dogrulara
sagdan veya soldan bakilirsa Lobagevski paralelligini tasavuur edebiliriz. Ornegin, su demiryolunun ortasindan
bakinca paralel dogrularin uzakta kesisiyor goriilmesi gibi.

Resim 11. Demiryolunun goriiniisii.

2. Paralelligin Ozellikleri

Lobagevski dogrularimin Oklid dogrularindan farkli oldugu asagidaki 6zelliklerden anlasilabilinir [3].

1) Eger |; dogrusu I, dogrusuna paralel olursa l;—den alinan herhangi bir M noktasindan |, ye kadar olan
mesafe parallelik yoniinde azalir ve ters yonde artar. Oklid diizleminde ise paralel dogrular arasindaki mesafe
degismez.

Resim 12. Paralellik mesafesi.

2) Bilindigi gibi Lobagevski diizleminde herhangi bir dogru, diizlemi iki yarim diizleme ayirir. Bu 6zellik
Lobagevski diizlemini dogrulamaktadir.

Resim 13. Lobagevski dizleminin bélinmesi.
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3) Paralel I; ve |, dogrulart verilsin l; dogrusundan I, yedik dogrulargizdigimizde bu dikliklerintabani l,—de
dogrular1 tam kaplamayabilir.

Resim 14. Kaplanmayan alan.

4) Lobagevski diizleminde ii¢ dogru kesigmesinden meydana gelen sekli tiggen olarak alacak olursak, iki
kenar1 kendi arasinda paralel (Resim 15(A)), iki ¢ift kenar1 paralel (Resim 15(B)) ve ii¢ kenar1 paralel (Resim

15(C)) ticgenler mevcuttur.
6
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Resim 15. Kesisen Uggenler.

Lobagcevski diizlemindeki ac1 ile Oklid diizlemindeki ag1 kavramlar1 aymdir.
5) Oklid diizlemindeki paralel dogrular Lobagevski diizleminde kesismeyen dogrulardir.

Resim 16. Oklid Lobagevski paralelleri.

6) I, ve |, Lobagevski diizleminin kesismeyen dogrulari olsun, bu dogrular i¢in yalmz genel bir diklik mev-
cuttur ve bu da dogrular arasindaki mesafeyi verir.

KZWN 2

(@ (b)
Resim 17. Lobagevskide mesafe tasavvuru.
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Lobagevskinin bu 6zelligini anlamak i¢in Resim 17B’yi gz Onune getirmek gerekmektedir. O zaman
sinirlanmigs MN arasini en kisa mesafe olarak anlamak miimkiindiir.

7) Lobagevski diizlemindeki paralelligi g6z oniine getirmek igin genel asimtota sahip olan bir hiperbol gra-
figini tasavvur edebiliriz.

AN ¥

(@ (b)
Resim 18. (A) Lobagevskide paralellik; (B) Lobacevskide paralellik tasavvuru.

3. Sonug

Ozellikle lise dgrencilerinin geometri derslerinde ufuklarini agmak {iizere, bilinen ve yaygin bir sekilde kullaml-
makta olan oklid geometrisinden faydalanarak Lobagevski aksiyomu ve dizlemi 6grencilere izah edilmeye
calisildi. Ozellikle goriis mesafesi kavramindan ve demiryolu érneginden &grencilerin tasavvurdaki geometri
iizerine bakislarinin degistigi gdzlemlenmistir.
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