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Abstract: Aiming at the computing complexity and complicated calculation procedures of Kinematics 
analysis by mathematical methods, a formula on the relationship between the two rotation angles of side link 
is derived which can expediently resolve the displacement of the driven link; through calculating successive 
derivatives of pertinent functions and variables other movement parameter value can also be acquired. 
Recurring to MATLAB, it is convenient to determine the structure motion modes and produce relative curves. 
In order to validate the correctness of above conclusion, virtual prototype technology is used to simulate and 
analyze the kinetic characteristic. After comparative analysis, the same result is obtained, which illustrates 
that this method can be applied to the kinematics analysis of spatial RSSR mechanism and has the pragmatic 
value for parametric analysis and design of the similar mechanism. 
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摘  要：针对解析方法在空间 RSSR 机构运动分析过程中计算复杂、过程繁琐的问题，通过算法研究

给出了一种便捷求解从动件角位移的解析关系式，进而可以采用解析方法进行从动件运动速度和加速

度的计算。借助于 MATLAB 工具可以快捷地判别机构的运动型式，获得机构的运动特性曲线。为了验

证该方法的正确性，采取了虚拟样机技术进行机构运动特性仿真。两种方法所得结果的对比分析表明，

二者具有相同的分析结果。该方法有效、快捷地实现了空间 RSSR 机构的运动特性分析，对于该类机

构的参数化设计与分析具有明显的实用价值。 
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1 引言 

空间机构具有结构紧凑、运动型式多样、工作可

靠等特点。在许多场合下需要使用空间机构来实现预

期的运动，完成规划的功能。然而，空间机构的运动

分析和参数设计通常又是比较困难的。进一步研究空

间机构运动分析的解析方法，借助现代计算与分析工

具的辅助手段，对于空间机构的运动规划和参数设计

有着极为重要的实践意义。 

2 空间 RSSR 机构运动分析解析求解的一般

方法 

从系统观点来说，对空间机构进行运动分析，就

是求解一个机械系统的运动输入与输出关系，或者说

是在给定输入运动的条件下求解系统动态响应情况的

过程。采用解析方法进行空间机构的运动分析，需要

首先选择合适的坐标系来描述空间构件的位形参数，

进而依据各构件之间的几何和约束关系表达主动件、

从动件及其相关构件之间的三维运动联系。进一步通

过解算和分析获得机构的运动特性。 

按照求解思路，解决空间机构运动分析问题的方

法一般分为两类。一类与平面连杆机构的运动分析相

似，在空间直角坐标系中建立矢量闭环方程，写出位

移矩阵方程，然后对其依次求导数，解出待求的未知

数。另一类称为拆杆拆副法，在建立机构的分析方程

时，假想地将机构的环路从某个运动副处拆开，或把
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某个杆件拆掉，先按照其“自由运动”分别建立构件

的运动方程，然后根据实际运动副或杆长或角度的几

何约束条件，或称运动同一性条件建立关系式，再进

行方程的求解[1]。 

由于空间 RSSR 机构的运动关系主要体现在主、

从动件之间的空间角位移变化关系，针对包含复杂三

角函数关系的运动方程式的解算成为空间机构运动分

析的难点。 

2.1 拆杆拆副法的求解表达 

如图１所示的一般空间 RSSR 机构中，ua和ub分

别为主、从动杆回转轴线的方向，A 和 B 是两个球面

副，α和β代表两个连架杆的转角。如果不考虑连杆的

约束，则 A 和 B 将分别绕ua和ub自由旋转。在此假设 

 

 

Figure 1. Motion analysis sketch of spatial RSSR mechanism 

图 1 空间 RSSR 机构的运动分析示意图 

 

下建立 A 和 B 的旋转方程如下： 
ሾA‐A0ሿ=ሾRαሿuα

ሾA1‐A0ሿ 
֜ሾAሿ=ሾRαሿua

ൣA1‐A0൧+ሾA0ሿ          ⑴                    
ሾB‐B0ሿ=ൣRβ൧ub

ሾB1‐B0ሿ 

֜ሾBሿ=ൣRβ൧ub
ൣB1‐B0൧+ሾB0ሿ          ⑵

 
其中：A1和 B1代表球面副 A 和 B 的初始位置点；

 ሾRαሿua
是连架杆 A0A 绕ua轴的旋转矩阵；ൣRβ൧ub

是连架

杆 B0B 绕ub轴的旋转矩阵，其一般形式详见参考文献[2]。 

由于 A 和 B 之间必然受到连杆 AB 的约束，故存

在方程： 

ൣA‐B൧
T
ൣA‐B൧=ൣA1‐B1൧

T
ൣA1‐B1൧

            
⑶
                   

 

联立方程⑴⑵⑶可以求解两个连架杆的转角位置

关系，比如表达为下式： 

E cos β+F sin β+G=0                     ⑷                                   

其中： 

   E=ሾA‐B0ሿT ቂI‐Qub
ቃ ሾB1‐B0ሿ 

A‐B0൧ൣ=ܨ
T

ൣPub
൧ൣB1‐B0൧     

ሾA-B0ሿT=ܩ ቂQua
ቃ ሾB1-B0ሿ+

1
2

ሾA1-B1ሿTሾA1-B1ሿ  

           െൣA-B0൧
T

ൣA-B0൧-ൣ B1-B0൧
T

ൣB1-B0൧ 

其中，ቂQua
ቃ和ൣ ௨್ܲ

൧的数学表达式详见参考文献[2]。

理论上讲，通过方程⑷可以求解连架杆 B0B 的运动规

律ߚ ൌ ݂ሺߙሻ，或者连架杆 A0A 的运动规律ߙ ൌ ߮ሺߚሻ，
其中݂和߮代表某种特定的函数关系式[3]。 

2.2 空间 RSSR 机构的运动型式判别 

对空间机构的运动分析，首先需要对机构的运动

型式进行判别。按照上述“拆杆拆副”的分析方法，

在尚不知道机构具体运动型式的情况下，需要对上述

两个转角进行分别求解，根据解的连续性判断机构的

运动型式。对于ߚ ൌ ݂ሺߙሻ，如果ߚ在ߙ的任意取值范围

内都存在连续解，且其值位于ሺ0,2ߨሻ开区间内，则说

明该机构是曲柄摇杆机构，且ߙ代表曲柄的角位移，ߚ

代表摇杆的角位移。如果ߚ的取值范围刚好为ሾ0,2ߨሿ，

则说明该机构是一个空间双曲柄机构。对于ߚ ൌ ݂ሺߙሻ

关系式，如果存在无解区间，说明ߙ代表摇杆的角位

移，还需要通过对ߙ ൌ ߮ሺߚሻ采取类似的方法进行解的

分析，以进一步判定机构的运动型式。当两个关系式

同时存在无解区间时，表明该机构是一个空间双摇杆

机构。 

3 空间 RSSR 机构运动特性的解析求解 

图２给出了直角坐标系下的典型空间 RSSR 机构

的几何模型图。在该坐标系下，机构运动分析所用关

键点的几何位置信息可表示如下： 

A0=(0, 0, N)； B0=(M, D, 0)； 
 A1=(L1, 0, N)；B1=(M, L3, 0)。 
 

 

Figure 2. Spatial RSSR mechanism in 3D Cartesian coordinate 
system 

图２ 直角坐标系下空间 RSSR 机构模型 
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3.1 主、从动杆转角运动关系式 

杆件 AA0只绕 z 轴做旋转运动，未端位置 A 受 L1

长度约束，故有： 

ሾAሿ=ሾRαሿzൣA1‐A0൧+ሾA0ሿ
  

其中： 

ሾRαሿz= ൥
cos α ‐ sin α 0
sin α cos α 0

0 0 1
൩

                     

⑸ 

杆件 BB0在空间中绕直线ቄy=D
z=0

旋转，B 的位置可

以看成是在 B0 (M, 0, 0)处先绕 x 轴旋转，然后沿 y 轴

方向整体移动距离 D 的结果，也即增加一个位移矩阵

[T]=[0; D; 0]，故： 

ሾBሿ=ൣRβ൧x
ൣB1‐B0൧+ሾB0ሿ+ሾTሿ, 其中： 

ൣRβ൧x
= ቎

1 0 0
0 cos β ‐ sin β
0 sin β cos β

቏ 

                

⑹ 

由⑸和⑹可以求出假设 A1 和 B1 不受连杆约束的

自由位置解： 
 A=ሺL1 cos α , L1 sin α, Nሻ 

     Bൌ ሺM, D+L3 cos β, L3 sin βሻ 
将 A 和 B 的自由位置解代入连杆的长度约束方程

⑶，化简后，可得该空间机构两个连架杆转角位移关

系式，即主、从动杆的运动关系式：  
L3N sin β+L1L3 sin α cos β ‐L3D cos β 

=
1

2
D2+L1൫M‐M cos α‐D sin α൯             ⑺ 

3.2 主、从动杆转角运动关系求解 

针对方程⑺所给出的主、从动杆转角位移关系式，

采用不同的求解方法，解算的繁简程度将存在很大的

差别，在有些情况下甚至需要将获得的解再反向代入

杆长约束方程⑶进行验证。为了尽可能地避免分类讨

论影响后续的运动特性分析过程，本文利用三函数变

换组合法，给出了一种适用于图 2 结构中参数 M 和 N

均不为０的一个可靠解。即首先将其简化为式⑷的形

式，保证各个参量在选取除了限定值之外任何数值时

都存在解的条件下，根据反正弦和反余弦可以在实数

域内任意取值的思想，人为地将解的主要结构表示为

反正弦或反余弦，对于含有无解区间的函数形式，尽

量减少或避开机构有关参量的影响，这样可以获得方

程⑺的如下显式解： 

ߚ ൌ sin‐1 0.5D2+L1൫M൫1‐ cos α൯‐D sinα൯

L3ටN2+൫L1 sin α‐D൯
2

‐ tan‐1 L1 sin α‐D

N
  ⑻                        

或 

ߙ ൌ cos‐1 0.5D2+L1M+L3൫D cos β‐N sin β൯

L1ටM2+ሺL3 cos β+Dሻ2
+ tan‐1 L3 cos β+D

M
 ⑼                      

3.3 从动件运动速度、加速度求解 

速度和加速度求解之前，需要根据式⑻和式⑼对

机构的运动形态进行判定，以确定从动杆的位置，有

针对性地分析机构的运动特性。在此仅给出 AA0为主

动杆时的解（BB0为主动杆时的求解过程与AA0相同），

为了得出机构速度和加速度分析的解析关系式，需要

对定杆长约束方程⑶一阶、二阶求导，分别得出速度

方程⑽和加速度方程⑾： 

ൣAሶ ‐Bሶ ൧
T

ൣA‐B൧=0                           ⑽  

ൣAሷ -Bሷ ൧
T

ൣA-B൧+ൣAሶ -Bሶ ൧
T

ൣAሶ -Bሶ ൧=0               ⑾ 

由 A 和 B的自由位置解对时间 t 进行一阶、二阶

求导： 

Aሶ ൌ αሶ ሺ‐L1 sin α,  L1 cos α, 0ሻ 
Bሶ ൌ βሶ ሺ0, ‐L3 sin β,  L3 cos βሻ 
Aሷ ൌ αሷ ሺ‐L1 sin α,  L1 cos α, 0ሻ 
    +αሶ ൫‐L1 cos α, ‐L1 sin α, 0൯ 

Bሷ ൌ βሷ ሺ0, ‐L3 sin β, L3 cos βሻሷ  
        +αሶ ሺ0, ‐L3 cos β,  ‐L3 sin βሻ 

一般情况下，主动杆的旋转运动是由电机驱动，

近似看作是匀速运动，故有： 

Aሷ ൌ αሶ ሺ‐L1 cos α, ‐L1 sin α, 0ሻ

 
A 和 B 的位置解及其一阶导数代入⑽，得： 
αሶ L1ሺM sin α‐D cos α‐L3 cos α cos βሻ 
+βሶL3൫L1 sin α sin β‐D sin β‐N cos β൯=0

   

 
解方程，得出该类型空间机构的速度解析式： 

βሶ ൌ αሶ
L1൫M sin α‐D cos α‐L3 cosα cos β൯

L3൫L1 sinα sin β‐D sin β‐N cos β൯
             ⑿              

A 和 B 的位置参数及其一、二阶导数代入⑾，得： 

αሶ 2Q+βሷ R+βሶ
ଶ

S+2αሶβሶ ܶ ൌ 0 
其中： 
ܳ ൌ L1ሺM cos α+D sin α +L3 sin α cos βሻ; 
ܴ ൌ L3൫L1 sin α sin β-D sin β-N cos β൯; 

ܵ ൌ L3൫L1 sin α cos β‐D cos β+N sin β൯; 
ܶ ൌ L1L3 cos α sin β 
解方程，得出该类型空间机构的加速度解析式⒀： 

βሷ ൌ
αሶ 2Q൅βሶ 2S൅2αሶ βሶ T

R
                    

⒀ 

4 解析与辅助方法实例分析及其验证 

任意假定一个机构，如图 2所示，各变量的参数

值分别为：M=N=700mm，L1=250mm，L3=550mm，

D=0mm，主动杆的角速度 10 rad/s。 

为了便于 MATLAB 程序编制，对于图中的所有

参数均采用变量的形式给出，最后统一赋予给定的值。

这样既保证了程序和给定的公式具有通用性，也便于

对相类似的结构直接进行对比分析。 
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4.1 基于解析方法的运动特性求解 

在 MATLAB 平台中定义机构的各项参量，编写

解析式⑻和⑼。利用循环程序分别判断两个公式在自

变量一个圆周内其解的连续性以及连续解的取值区间。

代入给定的已知量，可以判定设定的机构只满足式⑻，

并且该结构为曲柄摇杆机构，A0A 是机构的曲柄，B0B

为机构的摇杆。通常定义曲柄为主动杆，摇杆为从动

杆。因此，空间机构运动分析的内容既转化为解算和

分析从动杆 B0B 的运动特性。按照解析式⑻，借助

MATLAB 平台便可以做出该机构运动的三维位形图，

以及从动杆转角位移的二维时域变化曲线，如图 3 所

示。 

 

 
 

 
Figure 3. 3D motion configuration diagram and output curve 

图 3 机构的三维位形图及位置关系曲线 
 

采取相同的办法，按照从动杆速度和加速度解析

式⑿、⒀，直接代入相应的参数值便可计算从动杆摆

角运动的速度、加速度等运动特性。在 MATLAB 平

台中将这些运动特性关系式、参数条件等程序化，调

用 MATLAB 绘图函数，就可以直接获得该机构从动

杆摆动的速度和加速度曲线，如图４所示。 

 
 

 
Figure 4. Curve: Angular velocity and acceleration of driven bar 

图４ 机构的角速度和角加速度曲线 
 

4.2 基于 ADAMS 的机构运动仿真分析与验证 

为了验证上述解析方法的正确性，可以采取虚拟

验机技术进行仿真分析，通过对比分析任意给定机构

运动参数的求解结果与运动仿真结果，可以确认求解

方法的正确性与有效性。 

按照图 2 及上述给定尺寸建立该空间 RSSR 机构

的虚拟样机。首先在 Solidworks 平台中建立机构的部

件和装配体模型，如图 5a），并将装配体保存为

“parasolid”格式，转换为“*.x_t”后导入到 ADAMS

平台中。为了顺利地对机构进行运动仿真，需要重新

定义 Marker 点，材料属性，运动副等元素[4]。调用

内嵌的仿真引擎 ADAMS/Solver，求解机构方程，直

接计算出角位移，角速度和角加速度。借助于

ADAMS/Postprocessor 模块绘制曲线图，直观地反映

机构运动参数的动态特性，如图 5 b)、c)、d)。通过分

析比较，两者在动态特性分析的分析结果方面高度一

致，有力地验证了上述解析求解方法在机构运动特性

分析中的正确性、可靠性和有效性。 

值得说明的是，实际的结构由于加工、装配、测

量误差等因素的影响，使其不能精确地按照理论所给
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模型的位置方式布置，致使位移、速度和加速度等运

动参数在其它方向产生分量，不能按照理想的方位分

布，而且实际的运动不可避免地受到摩擦、弹性变形、

惯性力等因素的影响，使其实际参数值会与理论分析

结果存在一定的误差。表⑴给出了前述模型空间

RSSR 机构的实际运动参数值与理论分析结果对比情

况，供实际应用时参考。 

 
a)  机构的三维模型 

 

 
   b) 摇杆的角位移分析曲线 

 
c) 摇杆的角速度分析曲线   

 

 
d) 摇杆的角加速度分析曲线 

Figure 5. Simulation: motion analysis 
图 5 机构的运动仿真 

 
Table 1. Comparison: motion error between computed value and practical value 

表⑴ 空间 RSSR 机构实际运动分析与理论分析结果对照表 

 

 

 

 

5 结束语  

空间 RSSR 机构的运动特性分析，是空间机构设

计和运用的基础。有效而又快捷地判别给定结构尺寸

的空间 RSSR 机构的运动型式，准确、快捷地获得给

定驱动输入条件下从动构件的位移、速度及加速度等

运动特性，既是工程实践的实际需要，也是一般解析

方法期望实现却又很难实现的目标。本文通过巧妙求

解空间 RSSR 机构主、从动构件的运动关系式，在结

构参数M和N均不为０的条件下获得了一种便捷求解 

从动件角位移的解析关系式。在此基础上，进一步获

得了从动件运动速度和加速度的解析表达式。借助于

MATLAB 平台，可以迅速判别机构的运定型式，获得

从动件的运动特性曲线，进而形成了本文所谓解析与

辅助方法。采取虚拟样机技术，通过对给定尺寸空间

RSSR 机构三维实体建模和 ADAMS 刚体运动特性仿

真分析，既为空间机构的运动特性分析本身提供了一

种有效的方法，对比分析两种方法所得出的结果，在

本文中又起到了验证该解析方法正确性的作用。运动

低谷 高谷 低谷 高谷 低谷 高谷 副值 低谷 高谷

角　度 -0.1222 1.189 -0.1266 1.1386 0.0044 0.0504 1.3112 1.2652 -0.046 -4% -4% 4%

角速度 -5.445 7.96 -5.4115 7.5499 -0.0335 0.4101 13.405 12.9614 -0.4436 -3.31% 1% 5%

角加速度 -137.6 56.92 -131.0362 55.5197 -6.5638 1.4003 194.52 186.5559 -7.9641 -4% 5% 2%

计算值 实测值 误差值 误差百分比
项目 计算副值 实测副值 副值误差

 
单位：角度（rad），角速度（rad/s），角加速度（rad/s2） 
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特性分析以数学解析式的方式给出，这为机构的参数

化设计与分析提供了高效、可靠的计算分析手段。 
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