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Abstract: In this paper, the mathematical expression of the effective viscosity of viscoelastic fluid was de-
rived, and the mathematical expressions of the fractal porosity and fractal permeability of porous media were 
given. The mathematic model of the flow of the viscoelastic fluid through the fractal porous media was estab-
lished and the numerical solution of the mathematical model mentioned above was obtained using the finite 
difference method. In addition, the Lagrange interpolation method of the calculating rate of flow under the 
condition of stable flow and different pressure was presented. The practical calculation of the production of 
five wells which were flooded by ASP in the No. 4 Oil Recovery Factory of Daqing Oilfield was conducted. 
The calculation results show that the mathematical model of the flow of the viscoelastic fluid through the 
fractal porous media and the method of numerical calculation in this paper are correct. 
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摘  要: 本文推导了粘弹性流体有效粘度的数学表达式；给出了多孔介质的分形孔隙度和分形渗透率

的数学表达式；建立了粘弹性流体分形多孔介质渗流的数学模型；用有限差分方法对所建立的数学模

型进行了数值求解；进而给出了计算稳定流状态不同压力下流量的拉格朗日插值法；并对大庆油田采

油四厂 5 口三元复合驱井的产量进行了实例计算，结果表明，可以认为本文建立的粘弹性流体分形多

孔介质渗流的数学模型和数值计算方法是正确的。 

关键词: 粘弹性流体；分形多孔介质渗流；数学模型；数值计算 
 

1 引言 

自 Chang 和 Yortsos[1]将分形理论引入渗流力学以

来，分形渗流理论的研究不断深入，并被广泛地用于石

油工业的地质物探和油藏开发等领域，尤其是油藏数值

模拟方面[13-16]。本文是在前人的研究基础之上[2]，将推

导粘弹性流体在分形多孔介质中渗流的有效粘度的数

学表达式，给出多孔介质的分形孔隙度和分形渗透率的

数学表达式，建立粘弹性流体分形多孔介质渗流的数学

模型，用有限差分方法对上述数学模型进行数值求解，

进而给出计算稳定流状态不同压力下流量的拉格朗日

插值法，并对大庆油田采油四厂 5 口三元复合驱井的产

量进行实例计算。 

2 数学模型 

2.1 粘弹性流体的有效粘度 

2.1.1 剪切粘度 

粘弹性流体剪切粘度可用下式表示为[3] 

          
1

s
nH   

                  （1） 

式中： s 为剪切粘度， ；Pa s H 为稠度系数，

nPa s ；为剪切速率， ；n为流性指数，无因次，

一般情况下

-1s
1n  。 资助信息：国家科技重大专项示范工程项目（2008ZX05000-042）
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非牛顿弱可压缩幂律流体的剪切粘度为[4] 

          

1
s w

w

( ) nr

r
  

             （2） 

式中：r 为距汇的距离，m； 为汇的半径，m；wr w
为非牛顿流体在 时的粘度， 。 wr r Pa s

2.1.2 弹性粘度 

描述粘弹性流体粘弹性的德博拉数定义为[5] 

          e θ p/D t t                  （3） 

式中： 为流体松驰时间，s；θt pt 为流体特性时间，s。 

弹性粘度与德博拉数、剪切粘度的关系用下式表

示为[6] 
1m

e s 1 e= C ( )D  
           （4） 

式中： ， 均为常数，无因次，取决于多孔介质

中孔隙几何形状的复杂程度；

1C 1m

e 为弹性粘度，Pa s 。 

选定剪切速率的倒数为流体特性时间[7]，即 

p

1
t



                      （5） 

在层流条件下，流体的松驰时间与剪切速率、剪

切应力及第一法向应力差之间存在下列关系[8] 

11 22
θ

12

1

2
t

 
 
 

  
 

A
          （6） 

其中 1
1 11 22 1

nN     

12 s

 为多孔介质中流体的第一

法向应力差，Pa；
nH   

1n

  为剪切应力，Pa； 

、 为弹性参数，无因次。将其代入（6）式中可

得 
1A

1( 1 )1
θ 2

n nA
t

H
   

            （7） 

联立（1）、（2）、（3）、（5）、（7）可求得

徳博拉数 
1

1 1

1

1
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e w1

1
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n n
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n n n n
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n

A
D r

H
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  （8） 

将（8）式代入（4）式中可得弹性粘度 
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（9） 

2.1.3 有效粘度 

粘弹性流体在多孔介质中渗流的有效粘度可表示

为[9,10] 

          eff s e   
              （10） 

式中： eff 为有效粘度， 。 Pa s
将（2）式和（9）式代入（10）式中可得有效粘

度的数学表达式 

  
 1 1 1m 1 m 11

eff
n nnEr Fr    

  （11） 
                                                         

其中
1

w w
nE r  ， 
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2.2 多孔介质的分形描述 

2.2.1 分形孔隙度 

多孔介质的分形孔隙度可表示为[2] 

             

D-dsV
r

G

 
             （12） 

式中：为孔隙度，无因次； 为分形微元体内储集

流体的体积， ； 表示某种对称性，其中对称性

是与几何形状有关的常数；

sV
3m G

 为与裂缝孔隙度有关的

参数，无因次；D 为分形维数，无因次，它反应了分

形体几何特性，是分形体复杂程度的重要标志； 是

分形体嵌入的欧式空间的维数，如果在平面内嵌入分

形体，则

d

2d  。 

从（12）式可看出， 与 有关，
dDr  随半径

呈幂律分布，不再是常数，满足分形特性。当

时，有： 

r

wr r= 

            

D-ds
w w

V
r

G

 
            （13） 

式中： w 为 wr r 处的孔隙度。 

（12）、（13）两式相除得： 

           

d

w
w

D
r

r
 


 

  
              （14） 

（14）式即为多孔介质的分形孔隙度的数学表达

式。 

2.2.2 分形渗透率 
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多孔介质的分形渗透率为[2] 

  

dsm
= DV

K r r
G

  （ ）
         （15） 

式中：m为与裂缝模型有关的参数，无因次； 为异

常扩散系数，简称为异常指数或分形指数，无因次；

为分形渗透率， 。 K r 
r 

2m
=K（ ）在 处， ，则 wr wK r

         

ds
w w

m V
= DK r

G
  

          （16） 

式中： 为 处的渗透率， 。 wK wr r 2m
（15）、（16）两式相除得： 

d

w
w

D
r

K r K
r

 
 
 
 

（ ）=

        （17） 

当 时，代入（17）式得： 2d 

            

2

w
w

D
r

K r K
r

 
 
 
 

（ ）=

         （18） 

（17）式即为多孔介质的分形渗透率的数学表达

式。从（17）式可以看出，分形渗透率不再是一个常

数，而是随半径呈幂律分布，即具有分形特性；同时

可知，分形渗透率不仅与多孔介质的分形体空间结构复

杂程度有关，而且与分形网络的连通性有关，分别由

和

D
 来表示。 
对于径向流 ，2d  2πG h ，代入（15）式得 

           
  2m

2π
DsV

K r r
h

  
        （19） 

式中： 为有效厚度， 。 h m

2.3 粘弹性流体分形多孔介质渗流的数学模型 

2.3.1 假设条件  

  （1）粘弹性流体是微可压缩的；（2）多孔介

质等厚、各向异性；（3）一维径向不稳定等温渗流；

（4）忽略重力影响及毛细管力；（5）多孔介质中有

一汇；（6）运动方程采用修正达西方程形式；（7）

压力梯度小；（8）孔隙空间是分形的；（9）多孔介

质骨架是分形的；（10）多孔介质骨架表面是分形的；

（11）多孔介质的渗流网络是分形的；（12）渗透率

具有分形特性；（13）多孔介质是分形维数为 的分

形网络嵌入到 维欧几里德岩块中（ ），

即发生流动的那部分介质是分形的。 

K
D
,3d 1,2d 

2.3.2 连续性方程 

粘弹性流体分形多孔介质渗流的连续性方程为[2] 

         
  r

s L

qp
V N r C

t


  

 r       （20） 

式中：  N r
-1Pa q

为座点密度，无因次； 为流体压缩

系数， ； 为微元层的流量， ；

LC
3m /sr p 为压力，

； 为时间， 。 Pa t s

2.3.3 状态方程 

粘弹性流体分形多孔介质渗流的状态方程为[2] 
L 0( - )

0e
C p p 

              （21） 

式中：  为粘弹性流体的密度， ；
3kg/m 0 为某一

压力 0p 下粘弹性流体的密度， 。 3kg/m

对于微可压缩流体，（21）式可近似为： 

0 L 0[1 ( )]C p p   
      （22） 

2.3.4 运动方程 

在层流状态下，分形多孔介质渗流的运动方程满

足修正达西定律的形式 

 
eff

K r p

r





 


              (23) 

式中：为渗流速度，m/ ；分形渗透率 如（19）

式所示。 

s  K r

2.3.5 压力分布微分方程 

将运动方程（23）式代入连续性方程（20）式中，

可得到粘弹性流体分形多孔介质渗流的压力分布微分

方程式 
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（24） 
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2.3.6 定解条件 

初始条件为 

                          （25a） 
  e0, prp 

外边界定压条件为 

                         （25b） 
  ee , ptrp 

内边界定流量条件为  

 

 1 1

w

m
w w

w2π
n n nn

r r

p QB
Er Fr

r hK
 



    
（25c） 

式中： ep 为供给压力，Pa ；B 为体积系数，无因次； 

为汇的流量， 。 Q 3m /s

式（24）和式（25）构成了粘弹性流体分形多孔

介质渗流的数学模型。 

3 数值计算 

3.1 压力分布微分方程的数值解法 

利用不均匀对数网格法计算，即靠近汇的网格取

密一些，而沿径向向外逐渐稀疏，坐标变换如下[11] 

     （26） w w ( 0,1, 2, ,x i xr r e r e i M    )

式中： x为坐标变换后的空间距离。 
空间节点总数M 值可以按如下方式确定 

          

e wln( / )r r
M

x


               (27) 

式中： 为供给半径，m；er x 为空间步长， 。 m

可将压力分布微分方程式（24）转化成如下形式： 

1 1

1 1

1 1

1 1 1

2

m ( )2
w

m ( )
1 1 1 w

m ( )
w

(m 1) m 33L
w w

( 3 )

( )

( 3 m m )( )

( )

[ ( ) ( ) ]
m

n nx

n nx

n nx

n nx n x

p E D n p

x E F r e x

F D n n n r e p

E F r e x

C p
E r e F r e

t












    

    
  

  

     


 


  

               
（28） 

再利用空间二阶精度的中心差分及时间的向后差

分隐格式，可得到压力分布微分方程式（24）对应的

差分方程为 
1 1 1

1 1
j j j

i i i i i i i i

其中 1
2i r

x
A I


  ，

2( )
2i r

x
B J

t

 
    

， 

1
2i r

x
C I


  ，

2( )
i r

x
D J

t


 


， 

1 1

1 1

1 1

m ( )
w

m ( )
1 1 1 w

m ( )
w

( 3 )

( )

( 3 m m )( )

( )

r n ni x

n ni x

n ni x

E D n
I

E F r e

F D n n n r e

E F r e











  




    




1 1 1(m 1) m 33L
w w[ ( ) ( ) ]

m
n ni x n i x

r

C
J E r e F r e           

式中： t 为时间步长， 。 s
定解条件（25）式对应的差分方程为 

1 1 1
1 1i i i i i i i eA P B P C P D P   

       （
1

30a） 
1

1 2 1 1 1 e 1 1
j j j

M M M M M M MA P B P C P D P 
      

 
  （30b）

 1 1m 11 1 1
0 1 w w

w2π
n n nj j nQB x

P P Er Fr
hK

          
    

                       （3

（29）式和（3

可以

3.2 流量的数值计算 

取其中一组稳定流状态压力与流量的对应数据，

给出

0c） 

0）式构成的矩阵为三对角矩阵，

采用追赶法进行迭代求解，求解后可以得到不同

流量下的压力分布。 

计算点的压力，利用拉格朗日插值法可求得稳定

流状态该计算点压力下的流量。具体方法如下： 

对于 1m  组数据 

      1 1 2 2 3 3 1 1, , , , , ,m mp Q p Q Q p Q  ， 

构造插值基函数 

, p

   
   

0

, 0,1, 2,
m

j

k
j k j
j k

p p
L p k m

p p




jA p B p C p D p  
   

 1,2, , 2; 1,2....i M j  
 

      （29） 

 
   （31） 

插值多项式为 

    p             （32） 

由（31）式易知 

 
0

( )
m

k k
k

Q p L


 

   
1,

0, , 0,1, 2, , 1k k

k i
L p

k i k i m
 


   

（33）    

由上，（32）式满足插值条件，即可用其计算稳
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定流状态的流量。 

4 计算实例 

在认为大庆油田采油四厂 5 口三元复合驱井[12]的

地层流体渗流符合假设条件 2.3.1 的前提下，由上述数

学模型和数值计算方法计算出的产量与实测产量对比

的结果见表 1。由表 1 可以看出，用本文建立的粘弹

性流体分形多孔介质渗流的数学模型及其数值计算方

法计算出的产量与实测产量之间的平均相对误差小于

10%。可以认为本文建立的粘弹性流体分形多孔介质

渗流的数学模型及其数值计算方法是正确的。 

 

Table 1. The comparisons between the calculating production and the observed production 

表 1. 计算产量和实测产量的对比 

井号 
有效 
厚度
(m) 

井距
(m) 

分形 
维数 

分形 
指数 

渗 透 率
(mD) 

供给 
压力 

(MPa)

综合 
压缩系数
(/104MPa) 

体积

系数

实测 
流压 

(MPa) 

计算 
产量

(m3/d) 

实测 
产量

(m3/d) 

相对 
误差
(%) 

X1-2-P31 12.1 150 2.32 0.12 517 6.95 8.2 1.116 2.56 87.29 82 6.45 

X1-3-SP35 7.4 150 2.37 0.10 480 7.38 8.2 1.116 3.39 53.70 52 3.28 

X2-2-P46 6.6 150 2.61 0.02 961 7.31 8.6 1.113 6.09 73.33 80 -8.34 

X2-31-SP46 9.3 150 2.31 0.22 395 10.10 8.6 1.113 2.38 59.97 56 7.09 

X2-D2-P43 4.7 150 2.37 0.13 391 10.30 8.6 1.113 2.52 55.66 53 5.02 

平均相对误差（%） 6.04 

注:  
|

1
|

n

i
i

n

 相对误差

平均相对误差 =  

[3] Tong Siqin. Well testing analysis theory and method in the con-
dition of polymer injection [D]. Academic Dissertation of Master 
Degree in Daqing Petroleum Institute, 1998, P2. 
佟斯琴．注聚合物条件下的试井分析理论和方法[D]. 大庆石

油学院硕士学位论文，1998，P2． 

结  论 

（1）推导了粘弹性流体有效粘度的数学表达式，

给出了多孔介质的分形孔隙度和分形渗透率的数学表

达式，建立了粘弹性流体分形多孔介质渗流的数学模

型，用有限差分方法对上述数学模型进行了数值求解，

进而给出了计算稳定流状态时不同压力下流量的拉格

朗日插值法。 

[4] Li Fanhua, Liu Ciqun, Well Testing Analysis of Non-Newtonian 
Power-law Fluid in the Fractal Reservoir [J], Petroleum Explo-
ration and Development, 1997, 24(5), P95. 
李凡华，刘慈群，分形油藏中非牛顿幂律流体的试井分析[J]，
石油勘探与开发，1997，24(5)，P95． 

[5] Ma Guangyan, The Viscoelastic Effect and Distribution of Res-
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油田化学，1996，13(4)，P353-356． 

（2）用本文建立的粘弹性流体分形多孔介质渗流

的数学模型及其数值计算方法计算出的产量与实测产

量之间的平均相对误差小于 10%。可以认为本文建立

的粘弹性流体分形多孔介质渗流的数学模型及其数值

计算方法是正确的。 
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