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摘  要: 对范德蒙码的生成矩阵进行了分析，给出一种把范德蒙线性码转化为阵列码的有效算法。并
根据生成矩阵中“1”的个数可判断转换之后范德蒙-阵列纠删码是否具有最佳的编码特性。同时给出一
种范得蒙－阵列码译码方法。从理论上分析了基于范德蒙码的阵列纠删码的编译效率，与传统范德蒙
纠删码进行了比较，编码效率得到了大大的提高。 
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1 引言 

随着分布式存储系统规模的扩大，由于网卡、网

络电缆中断，或者网络带宽的问题，出现网络I/O 故

障，使得多个存储节点同时发生失效的概率比较高，

存储系统的可靠性迅速降低。而目前阵列纠删码的容

错能力难以解决由于网络I/O 故障的导致数据不可得

的问题[1-3]。从存储空间、冗余率及容错能力来说，范

德蒙线性码对于解决分布系统可靠性问题提供了一种

很好的冗余容错方法。但是由于范德蒙纠删码编译码

的时间复杂度为O(nlogn)O(n2)[4]，一但数据量一增大，

时间消耗量非常大，影响了其在分布式存储系统的应

用。因此降低范德蒙线性码的编译码时间复杂度，是

范德蒙线性码在分布式存储系统得到发展的最关键的

问题[5-12]。现在有一些方法，使得范德蒙线性码的编

译码速度能够降低，例如借助拉格朗日插值等方法用

于纠删时RS码的运算复杂度可大大降低[4]。Bloemer， 

Feng等人针对互联网上大容量数据的传输和实时视频

等应用，专门研究了范德蒙纠删码[6-11]，使得编码的

计算过程只有异或运算，避免了有限域的运算，降低

了范德蒙纠删码的编译码复杂度。 

本文利用有限域元素矩阵表示方法，对不同的范

德蒙二元矩阵构造出来的阵列纠删码其编码性能进行

了分析，给出了范德蒙阵列纠删码的编译码方法，从

理论上分析了基于范德蒙码的阵列纠删码的编译效

率，与传统范德蒙纠删码进行了比较，编码效率得到

了大大的提高。 

2 范德蒙阵列纠删码 

2.1 范德蒙阵列纠删码编码过程 

在有限域 上，任意一有限域元素都可用

GF(2)上的

(2 )mGF

1m 的列向量表示，记为V (e)。而有限域
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元素也可用GF(2)上 的矩阵表示，记为Me。矩

阵第i列向量相当于 [4]。为了更简单的表示Me，

则有限域元素可以表示为一个 的二元矩阵集

m m
1(2 )iV  e

(2 )mGF
 {0 , ,m mM I ,M  

2 ,M
 2

M


 2, }m 
22, }

m2 , ,M M{0 , ,m mI M ，其中 

 

0m , mI 为m m 的零矩阵和单位矩阵。 

图 1 给 出 一 个 的 二 元 矩 阵 集3(2 )GF
 {M  20 , , , , ,m mI M M  6}M 实例。 

借助有限域元素的矩阵表示，在有限域GF(2)上，

范德蒙码-阵列纠删码生成矩阵G如下构造。 
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Figure 1. The various representation of Finite Field  3(2 )GF

图 1. 有限域 的各种表示方法 3(2 )GF

 

定义1 ((n, k)范德蒙-阵列纠删码生成矩阵G) 令

1 2( , ,A V a a

1 2( , ,B V b b 
a

, n kb 

为 的范德蒙分块方矩阵，

的 的范德蒙分块矩阵，

其中

k k

) k n( k) 
,i ia b 

G A

m

m

m

A 

B 

1

M

[ | 

I M

I M

I M

 

k k

M M

M M

，并且 a 。(n, k)范德蒙-阵列纠删码

信息拆分矩阵G为： 
i b

] [ |B I

2 4

k k

M
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G生成矩阵，具有下面几个性质： 

1) G中的任意子方阵非退化(可逆)； 

2) A B 中任意的子方矩阵非退化。 

定理 1：二元矩阵集M 任意r个二元矩阵构造范得

蒙分块矩阵
rG 是满秩矩阵。设范得蒙分块矩阵

rG 的r

列分别为 0x , 1x , , 1rx  ,其 ixM M  



0 1 2

0 1 2

1 1 2

2 2 2 2

r

r

r

x x x x

x x x x

r

rx rx rx rx

M M M M

M M M M
G

M M M M





1

1

 
 
 
 
 
  




    


 

证明：
rG 左乘下面的系列矩阵： 

1 1

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0r

m m m m m m m m
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
rG 矩阵变成如下一个矩阵 
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因为 11

1

0

( )i ir

r
x xx

i

M M M M





  为可逆阵，其秩为m，

因此而
rG 矩阵左乘系列矩阵之后的秩为rm，因此

rG

的秩为rm，即矩阵
rG 是满秩矩阵。 

证毕 

(n, k)/(m, l)范德蒙-阵列纠删码每个码字C为一个

的二维阵列，其中 列为信息列，

列为校验列。每列有 m 块长度为 lbits 

m n
, 1k k 

0,1,2, , 1k 
, ,n

的数据块。与一般的阵列纠删码不同，范德蒙-阵列纠

删码没有明显的几何特性，因此我们通过代数方法来

定义范德蒙-阵列纠删码的编码过程。利用生成矩阵G，

则(n, k)/(m, l)范德蒙-阵列纠删码的码字C如下表示： 

定义 2：(n, k)/(m, l)范德蒙-阵列纠删码的码字C) 

，    0 1 1{( ( , , , ))}nC c c c c  
  




ic

 i0, 1,( ,ic c

1,, , )T
m ic   ， 为每列信息符，则 0 时, ic 1 ici k  


为

信息列，则 时, 1n  k i ic

为校验列；则 表示位

为第 i 行第 j 列上长度为l的数据块。 
,ci j

定义 3：(n, k)/(m, l)范德蒙-阵列纠删码代数定义) 

(n, k)/(m, l)范德蒙-阵列纠删码 k 0 1 1, , ,
T T T

kc c c 

  


个(源信息)列向量，可以计算出范德蒙-阵列纠删

码的n-k个校验向量 。若生成矩阵

，令

1, , ,
T T

k k nc c c

  
 1

T



1[ | ]I A B  1B
rG A 即编码过程如下: 


1 1 0 1 1, , , , , ,

T T T T T T

k k n k rc c c c c c G  
       

     
  


 

下面首先编译码过程中需要采用的“bit-vector”相

乘运算定义。 

定义 4：(“bit-vector”相乘运算) [53, 117] 令v是一

个GF(2)的二进制变量，而 'A 是一个多比特的向量， 

 

则“bit-vector”相乘运算如下所示: 

'
'

0 0

1

v
v A

A v


  

  

根据范德蒙码-阵列纠删码的代数定义，下面给出一个

的实例。 
例1. (n, k)/(m, l)范德蒙-阵列纠删码编码实例) 令

m = 3 ， n = 6, k =3 ，则 二元矩阵集3(2 )GF
 2{0 , , , , , }m mM I M M M 

2( , , )m

6 , 如 图 1 所 示 。 若

A V I M M B V， ， 得 到3 4( , ,M M 5M )
 1

rG A B 如下所示： 


6 5 5

2 4

6 6 3
r

M M M

G M M M

M M M

 
   
  

 

校验列 3 4 5, ,
T T T

c c c
  

 则可以如下计算得到: 


3 4 5 0 1 2, , , ,

T T T T T T

rc c c c c c G          

     
 

则(6,3)/(3, l)范德蒙-阵列纠删码如下表 1 所示： 

若 2( , , )mA V I M M ， ，得

到

3 4 6( , ,B V M M M )
 1G A B

r  如下所示： 


6 5 5

2

6 6
r

M M M

G M M I

M M M

 
   
  

 

校验列 3 4 5, ,
T T T

c c c
  

 则可以如下计算得到: 


3 4 5 0 1 2, , , ,

T T T T T T

rc c c c c c G          

     
 

则(6,3)/(3, l)范德蒙-阵列纠删码如下表2所示：

Table 1. (6,3)/(3, l) Coding of Vandermonde Erasue Array Code 

表1. (6,3)/(3, l)范德蒙-阵列纠删码编码 

c00 c01 c02 c00⊕c20⊕c11⊕c02⊕c22 c00⊕c10⊕c20⊕c21⊕c02⊕c22 c00⊕c10⊕c20⊕c11⊕c21⊕c02⊕c02 

c10 c11 c12 c00⊕c21⊕c02 c00⊕c20⊕c01⊕c11⊕c02 c00⊕c20⊕c01⊕c11⊕c21⊕c12⊕c22 

c20 c21 c22 C10⊕c01⊕c12 c00⊕c11⊕c21⊕c12 C10⊕c20⊕c21⊕c02⊕c12 

 

Table 2. (6,3)/(3, l) Coding of Vandermonde Erasue Array Code 

表2. (6,3)/(3, l)范德蒙-阵列纠删码编码 

c00 c01 c02 c00⊕c20⊕c11⊕c02⊕c22 c00⊕c10⊕c20⊕c21⊕c02⊕c22 C20⊕c01⊕c12 

c10 c11 c12 c00⊕c21⊕c02 c00⊕c20⊕c01⊕c11⊕c02 c00⊕c10⊕c11⊕c22 

c20 c21 c22 C10⊕c01⊕c12 c00⊕c11⊕c21⊕c12 C10⊕c20⊕c21⊕c02⊕c12 
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从(n, k)/(m, l)范德蒙-阵列纠删码的编码实例可以

看出，范德蒙阵列纠删码的编码过程只需要简单的异

或运算。但是不同的生成矩阵，其编码需要总的异或

次数不同。 

2.2 范德蒙阵列纠删码译码过程 

根据范德蒙-阵列纠删码编码过程可知，校验列的

构造过程没有明显的几何特性，因此不能借助码的几

何特性来快速译码算法。在这一节将给出范德蒙-阵列

纠删码代数译码算法。设(n, k)/(m, l)范德蒙-阵列纠删

码的一个码字. 

0 1 1{( ( , , , ))}nC c c c c  
  

 中 ， 其 中
i

c


, 

丢 失 ， 则 接 收 到 的 码 字 为

，则 

0,1,2, , 1i t 

0 1 1 1{ , , , , , ,k k ny y y y y y 
    

  }

0 1 1

0 1 1

, { , , ,

0, { , , , }
i t

i

t

c i
y

i

  
  





  


 


根据编码理论可知，(n, k)/(m, l)范德蒙-阵列纠删

码的校验矩阵: 


1( ) | |
TT

n k n kH A B I G I


     



T

，因此可以得 

THy s ， 其 中 ， 0 1 2 1, , , , n ks s s s s  
 


  

 1, 1,, , ,i ms s 0,i is s i


  

选择 t 个
i

s


， {0,1, 2, , ( 1)}i n k    组成非零

列向量  
2 1
, ,

t0 1
, ,'s s s  s s  


   

 。 

则 
tH 由 校 验 矩 阵 H 的 0 1 1, , , t    列 和

0 1 1, , , t   


行 组 成 的 分 块 方 矩 阵 。 因 而

 
1

', ( )
t

T
T

0 1
, ,tH c c  c s 





 

。 矩 阵 求 逆 即 可 译 码

  
1

1
'(

t

T
T

tH s 




0 1
,c c c , , )

  
  

例2. ((6,3)=(3, l)范德蒙-阵列纠删码译码实例) 
采用例子1， 则设第1，2信息列丢失，即 0 1  ， 1 2  . 

}
 

 

Table 3. (6,3)/(3, l) Decoding of Vandermonde Erasue Array Code 

表3. (6,3)/(3, l)范德蒙-阵列纠删码译码 

c00 ? ? c00⊕c20⊕c11⊕c02⊕c22 c00⊕c10⊕c20⊕c21⊕c02⊕c22 c00⊕c10⊕c20⊕c11⊕c21⊕c02⊕c02 

c10 ? ? c00⊕c21⊕c02 c00⊕c20⊕c01⊕c11⊕c02 c00⊕c20⊕c01⊕c11⊕c21⊕c12⊕c22 

c20 ? ? C10⊕c01⊕c12 c00⊕c11⊕c21⊕c12 C10⊕c20⊕c21⊕c02⊕c12 

 

1) 首先根据 T THy s ，计算出  0 1 2, ,s s s s
  

，

 0, 1, 2,, ,i i i is s s s


； 

2) 选择
2H 矩阵如下： 


6

2

1

( )T T

T

M M
H

M M

 
  
 

 


2 1 2 1 2, ,

T T

H c c s s      
   

，然后依次左乘下面的矩阵： 

3 33
6

33

0

( )0

T

TT

II M

M IM

   
   
  

 

3）求解出 ，译码结束。 1 2,c c
 

3 33
1 2 1 26

33

0
,

( )0

T
T

TT

II M
c c s s

M IM

                

  
,

T 
 

3 范德蒙阵列纠删码信息拆分矩阵 G 

3.1 信息拆分矩阵 G 

阵列纠删码的编译码复杂度主要是异或运算，因 

此(n, k)范德蒙-阵列纠删码生成矩阵G中“1”的个数决

定了编码的复杂度，则定义o为信息生成矩阵G每行

“1”的个数的平均值，来表示范德蒙-阵列纠删码的编

码复杂度，以及衡量 G 的性能。根据矩阵 G 的构造，

选择不同的 A，B 矩阵，G 中“1”的个数是不一样的。

从 实 例 1 可 以 看 出 ， 若 2( , , )mA V I M M ，

构 造 出 G1 ， 则 A 相 同 ， 令

则构造出 G2，两个矩阵其 o 分

别等于o = 5.222和o = 4.3333，G2的异或次数是差不多

比G1少了20%，因此采用G2作为(6, 3)范德蒙-阵列纠

删码的生成矩阵，其编码复杂度要低。因此G2相对于

G1来说是“好矩阵”。 

3 4 5( , ,B V M M M
3 4 6( , ,B V M M M

)

)

在生成矩阵G的构造中，m 阶的二元矩阵集 
 22 2{0 , , , , , }

m

m mM I M M M


 
12m

C
n

 
 
 

对于给定的n, k范德蒙-

阵列纠删码总共有 个不同的信息拆分矩阵

G，o最小值的矩阵G，为最优的信息拆分矩阵。 

若范德蒙-阵列纠删码的生成矩阵选择最优的信 
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息拆分矩阵G，则编码复杂度最低。图2 给出随着m, n, 
k取值不同，o取最大值和最小值，以及传统的方法，

G的o值的趋势变化图。 

从图2 中 o 随着趋势图可知：传统方法构建的信

息拆分矩阵 G 并不是最佳的；若 m，n 固定，随着 k

值的变大，o 都是逐渐变小，o 的最小值与传统的方

法的 o 的之间相差变大，即范德蒙-阵列纠删码的总

列数 n 不变，信息列k变大，校验列 n, k 变小，传统

方法选择的信息拆分矩阵 G 与最佳的信息拆分矩阵

G 之间的性能相差逐渐变大；第二就是对于相同的 m, 

n, k 值，随着 n 值的增大，o 的值逐渐变小；第三个

特性就是，对于 n, k 相同，m 值越大，o 的值越小，

从一维来看，也就是码长和信息列固定，则二元矩阵

的阶数越大，则o的值越小。 
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Figure 2. Curve: GVC、SVC、BVC 
图2. 最好、最差、传统范德蒙二元矩阵o值趋势图 

 

3.2 信息拆分矩阵 G 性能分析 

由不同的范德蒙二元矩阵构造出来的范得德蒙阵

列纠删码其编码复杂度并不同。主要基于最佳生成矩

阵的范德蒙阵列纠删码  (GVC Good Vandermonde 

code)、标准的范德蒙阵列纠删码  (SVC Standard-

Vandermond code)、最差的阵列纠删码  (BVC Bad 

Vandermond code) 的性能进行分析。 

范德蒙-阵列纠删码的编码过程只需要异或运算，

因此要比较三种不同的矩阵构造的范德蒙阵列纠删码

的编码复杂度，可用参数o来表示范德蒙-阵列纠删码

的编码复杂度。图3给出了三种不同范德蒙二元矩阵的

MDS码，与XEOD码的编码性能比较图。从上图3中可

以看出，而基于最佳信息拆分矩阵的(n，k)/(m,l)范德

蒙阵列纠删码的编码特性最好，并随着r值的变大，其

o与XEOD码的o的差距逐渐缩小。
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Figure 3. Coding performance of Vandermonde Array Code 

图3. 范德蒙阵列纠删码编码性能 
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下图4给出了三种不同码率下，k/n=1/2, k/n=1/3, 

k/n=2/3, GVC、SVC、BVC三种不同范德蒙二元矩阵

构造得范德蒙-阵列纠删码编码的性能比较。从图中可

知，码率为R = 1/3时，GVC码比SVC码、BVC码的三

编码性能相差较大， 但是随着码率R的增大，GVC、

SVC、BVC，SVC与GVC相比，o逐渐相差较小。 
R=1/2(k/n)
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Figure 4. Coding performance of Vandermonde Array Code based on Different Rate 

图 4. 不同码率范德蒙阵列纠删码编码性能 

 

4 结论 

利用有限域元素的矩阵表达方法，提出了一类纠

错能力强的范德蒙－阵列纠删码；并对范德蒙-阵列纠

删码的生产矩阵进行了深入研究，给出了如何选择最

优范德蒙-阵列纠删码的生产矩阵构造范德蒙-阵列纠

删码，并通过实验列举出好的生成矩阵。同时给出了

译码算法。 
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