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Abstract: Stack filters are a class of slip window nonlinear digital filters that satisfy a weak superposition 
property known as the threshold decomposition and stacking property. They are suitable to parallel 
processing. Stack filters include many kinds of nonlinear filters in theory, being an important tool for 
nonlinear research. Beginning with stack filters’s fundamental theory, optimization algorithms and their 
application in image processing of stack filters are studied in this paper. Experimental results show that 
optimal stack filters based on MAE criteria, which are found by Binary QPSO (BQPSO) algorithms preserve 
details of images perfectly and suppress noise passably. 
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【摘要】层叠滤波器是一种具有层叠性和阈值分解性的滑动窗非线性数字滤波器，有利于并行处理。

同时该滤波器在理论上概括了许多非线性滤波器，成为研究非线性数字滤波器的一种重要工具。本文

从层叠滤波器的基本理论入手，在建立最优层叠滤波器优化模型的基础上，研究了层叠滤波器优化算

法及其在图象处理中的应用。仿真实验表明，用离散二进制 QPSO 算法优化的基于 MAE 准则的最优

层叠滤波器能在有效地保持图像细节的同时，较好地去除了噪声。 

【关键词】层叠滤波器, 离散二进制 QPSO，MAE 准则 

 

1 引言 

20 世纪 80 年代初步形成了以阈值分解性和层叠

性为核心的层叠滤波器理论，该理论定义了一大类包

括排序统计滤波器和形态滤波器在内的非线性滤波器

[1]。层叠滤波过程可概括为：阈值分解、二值滤波和

叠加合成三个步骤。层叠滤波器设计最主要的问题就

是其最优化问题化本文采用离散 QPSO 算法[2]来优化

层叠滤波器，确保了优化结果趋于全局最优解。使得

层叠滤波器在处理被椒盐噪声污染的图像时，可有效

地滤除噪声和保持图像的细节。 

本文其他部分安排如下：第二部分介绍了离散

QPSO 算法，第三部分介绍了将离散的 QPSO 算法用

于层叠滤波器的优化，第四部分给出了仿真实验结果，

第五部分是总结。 

2  算法简介 

粒子群优化算法（PSO）已成为进化计算的一个

最吸引人的分支，最初是由 Eberhart 博士和 kennedy

博士提出的[10]。然而，正如 F. van den Bergh 在[3]中

所证明的， PSO 不是一个全局优化算法。在[4]和[5]

中，提出了一个保证全局收敛的搜索方法，即具有量

子行为的粒子群优化算法即 QPSO。其性能优于标准

的 PSO（SPSO）和带有收缩因子的 PSO 算法。 

在 QPSO 中粒子位置方程为： 

i i

L 1
X (t) P ln( )

2 
                 (2.1) 
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其中 是一个在[0，1]范围内变换的随机数。L 如下

式定义： 

iL(t 1) 2 | mbest X (t) |             (2.2) 

1

M

i
i

mbest pbest M


               (2.3) 

其中 由公式(2.3)得到的粒子的平均最优位

置。

mbest
 称为收缩扩张因子，它是 QPSO 算法中唯一的

控制参数，对这个参数的选择和控制是非常重要的，

它关系到整个算法的收敛速度。一般来说，第 T 次迭

代 0 (MAXTME-T)/MAXTME.5 0.5    ，其中

MAXTME 为最大迭代次数，（具体 的取值视情况而

定）。所以粒子的位置进化公式为： 

i i i

1
X (t+1) P | mbest X (t) | ln( )


       (2.4) 

(1 )id id dp pbest gbest           (2.5) 

ln(1/ )id id id idX p mbest X u          (2.6) 

其中： 

id id
p 位于 pbest 和

dgbest 之间的随机位置 

 一个在[0,1]范围内的任意值 

u 另一个在[0,1]范围内的任意值 
 收缩扩张系数（即为  ） 

QPSO 算法中不存在速度向量，但是有位置和距

离的概念。在离散 QPSO 中粒子的位置由一个二进制

串定义表示，而距离则用两个二进制串之间的海明距

离来表示，即： 

),( YXdYX H             (2.7) 

其中，X 和 Y 表示两个二进制串，即代表两个位

置。用函数 来得到 X 和 Y 之间的海明距离。 )(Hd

离散 QPSO 中平均最优位置 的第 j 个比特位

的值则由所有粒子的 的第 j 个比特位决定。如果

大多数粒子的 的第 j 个比特位都等于 1，则mbest

的第 j 个比特位就等于 1，否则该比特位就等于 0。如

果正好有一半粒子的 该比特位为 1，则mbest 的

该比特位就以概率 0.5 随机等于 1 或者 0。 

mbest

pbest

pbest

pbest

离散的QPSO中的局部吸引子
idp 不

以

能由式(2.5)求

得，而是由两个父本 pbe 及
ist gbest 经过交叉操作

Get_P（ ,
ipbest gbest ）计算得到： 

( , ) ln(1/ ), ()id db d X mbest u u Rand        (2.8) 

则 的每一个比特位都通过变换操作 Transf 

(

idp

idP ,
rP )以概率

rP 进行变异。 

离散 QPSO 算法过程如下描述： 

 

初始化，给每个粒子都设定一个二进制数组 X 作为初

始位置，并且 =X pbest

while 终止准则不满足 do 

    =Get_mbest (mbest pbest ); 

    for i=1 to 粒子群大小 M  

       if ( ) ( )i if X f pbest  then ; endif 
ipbest X i

       找出群体的 
ggbest pbest ; 

iP =Get_P ( ，
ipbest gbest ) 

       for d=1 to D 
          ( , ) ln(1/ ), ()id db d X mbest u u Rand    ; 

          if  then =1; else = ;endif / db l 1 rP rP / db l

          Xid  =Transf ( ， ) idP rP
       endfor 
        将所有的新子串 Xid  (d=1,2…, D)组合成新位

置 Xi 
    endfor 
endwhile 

图 1. 离散 QPSO 算法流程 

3 QPSO 算法用于层叠滤波器优化 

层叠滤波器具有两个非常重要的性质，层叠性和

阈值分解性[1]。将一幅灰度图像，其灰度级为从0到M，

s表示图像中的像素点，则这幅图像可以表示为一系列

二值图像的和，见公式(3.1)： 





M

l
l ss

1

)()( xX               (3.1) 

公式中 是在 灰度级 l 上进行阈值分

解得到的二值图像，其中： 

)(slx )( sX









ls

ls

)(,0

)(,1

X

X
x l

            (3.2) 

令W 为尺寸为 的滤波窗口， 为当取像素

点 时图像呈现在窗口内的 点矩阵。则图像在滤波

窗口内的矩阵可以进行类似的阈值分解处理，见公式

(3.3)。 

P )( sW

s P





M

l
lX ss

1
, )()( wW            (3.3) 

每一个层叠滤波器都是由一个正布尔函数 定义

的。 

f

基于正布尔函数的层叠滤波器同样满足层叠性。

用 表示正布尔函数 所定义的层叠滤波器[6]，则

有： 
fS f
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





 



M

l
lXff ss

1
, )())(( wSWS X

 

 
 


M

l

M

l
lXlXf sfs

1 1
,, ))(())(( wwS   (3.4) 

基于以上两种性质，在二值输入的情况下对层叠

滤波器的处理等同于对与其对应的正布尔函数进行处

理。通过约束它的层叠性，产生正布尔函数[6]。 

层叠滤波器的设计核心问题是正布尔函数（PBF）

的优化问题，对其优化主要基于最小平均绝对误差

（MAE）准则[9]。本文在此准则下进行层叠滤波器的

优化设计，因此选择最小平均绝对误差作为适应度函

数，即优化层叠滤波器使经滤波后的图像与原始图像

之间平均绝对误差最小。 

设 是期望的输出图像，即原始未加噪声的图

像，

X

X
~
为加噪图像，则平均绝对误差(MAE)可由公式

(3.5)定义: 

 

















 



M

l

M

l
l

ff

sfsE

sfs

sSsEMAE

1

~

1

~

~

))(()(

))](()([

))(()(

,lXl

,lX

,lX

wx

wx

WX



      (3.5) 

根据信号估计和贝叶斯决策理论，可以将MAE计

算公式变化为公式(3.6)的形式[7]： 

)/0(),1()/1(),0()(
2

1
jfjjfj

j
f

N

MAE αPαCαPαCS 


 

(3.6) 

式中 是当输入二值向量 时，输入信号是

1，但实际原图像是0的代价函数值； 是当输

入二值向量 时，噪声图像输入信号是1，但实际原

图像是0的代价函数值。 是输入二值向量

时输出为1的条件概率；1 (

),0( jαC

jα

jα

C

)j

1/

),1( jα

)

/1(f αP

jα f j P α

(1 / α

是输入二值向

量 时输出为0的条件概率，P .

为布尔函数真值表，由于层叠滤波器的层叠特性，所

以它满足层叠性，即： 

jα ) 0f j o r 1 fP

ijifjf if αααPαP  )/1()/1(        (3.7) 

通过上述讨论，我们将基于MAE准则的层叠滤波

器的最优化问题转换成了0-1背包问题，其为一个组合

优化问题，采用离散QPSO算法可以解决此类问题。将

所有 (1 / )f jrP

(1 / )

的集合用二进制进行编码。这样，随机

生成
f jrP 的集合，则对应于正布尔函数的真值

表，同时，在采用离散QPSO算法进行优化时，为粒子

的位置集合，编码长度取决于滤波窗尺寸，当滤波窗

大小为 N N 时，其长度为 ，即粒子的位置为一个

维向量。这样，就可以利用QPSO算法优化层叠滤

波器，其具体流程如图2。 

2

2N

2

2N

通过采用离散 QPSO 算法进行优化，得到一最优

正布尔函数，接下来就可以利用此正布尔函数进行层

叠滤波。利用 PSO 算法得到最优正布尔函数的算法流

程与 QPSO 算法类似，只是多了粒子的初始速度和初

始位置。其中，初始速度为 0~1 之间的均匀分布的随

机数，初始位置为随机产生的一个正布尔函数。 

 

1. 产生各粒子初始位置，初始位置为随机产生的一个正

布尔函数; 并且 =X pbest
2. 根据 MAE 准则，以公式（3.6）作为目标函数进行适

应度函数评价，以得到粒子的个体极值 和全局极

值

pbest

g b es t  

3. 根据图 1离散QPSO算法，利用粒子的个体极值

和全局极值

pbest

g b es t 进行各粒子位置的更新，在更新过程

中，要对新产生的粒子的位置进行层叠性约束，以保证

其为正布尔函数； 
4. 若满足终止条件，则停止迭代，输出整个群体此时的

全局最优值 g b es t ，即为得到的最优正布尔函数 PBF；

否则，重复步骤 2 和步骤 3，直到算法收敛，输出全局

最优正布尔函数 PBF。 

图 2. 用离散 QPSO 算法产生最优正布尔函数 

4 仿真实验 

本文在 MATLAB 环境下，以 256256 灰度级为

256的被 10%椒盐噪声污染的 lena图象作为训练样本，

设计最优层叠滤波器。本文经过大量实验，选取了适

合层叠滤波器优化的 PSO、QPSO 算法的参数。 

在前面介绍中可知，在离散 QPSO 算法中，只有

唯一的一个参数（即  ）用来控制算法的收缩速度。

经过实验发现，当粒子种群个数为 80 100，迭代次

数为 400 时，算法收敛最快，为了提高优化速度，这

里确定种群大小为 80，迭代次数为 400。而在离散 PSO

算法滤波中，要选用 进行速度限制，使粒子速度

不至于过大或者过小，权重因子选择 c1=c2=2 时，可

以使收敛效果和收敛速度达到平衡。所以在离散 PSO

算法中，初始设置种群个数为 80，最大速度 为 4

进行仿真实验。 

maxV

maxV

用上面确定的参数，在椒盐噪声概率分别为

0.05，0.1 和 0.15 条件下，设计了窗口尺寸为 33 的

层叠滤波器处理被噪声污染 256256 lena图。并与相

同条件下，采用基本遗传算法[8]和 PSO 算法优化的
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层叠滤波器进行比较。图 3 给出了在 10%噪声条件下 lena 图的滤波结果。 

 

(a) 10%椒盐噪声污染 lena 图 (b)遗传算法滤波结果图 (c)PSO 滤波结果图 (d)离散 QPSO 滤波结果图 

图 3. 滤波结果 

 

由图 3 我们可以清楚看到，基于 MAE 准则

QPSO 算法的最优层叠滤波器较其他算法得到的最优

层叠滤波器能显著提高滤波性能，而且在优化速度上

有很大的优势，如表 1 所示： 

从以上的仿真结果可以看出，遗传算法效果最

差，PSO和QPSO算法均可以得到较好收敛值，其中

本文算法不仅可以快速收敛，而且能得到更小的

MAE 误差值，较其他方法是一种最优层叠滤波器设

计的有效方法。  

表 1. 采用不同优化算法具体优化时间对比 

256 256 lena 灰度图 

优化算法 遗传算法 PSO QPSO 

优化时间/s 1516.79 1342.50 1087.00 

5 总结 

本文将离散QPSO算法用于层叠滤波器的优化设

计中，并用优化的最优层叠滤波器实现了对灰度图象

的滤波处理。通过实验选择了离散 QPSO 算法中的参

数，设计了 33 最优层叠滤波器，处理了 256256

的 lena 加噪图（噪声为椒盐噪声）。实验结果表明基

于 MAE 准则的离散 QPSO 算法优化的层叠滤波器的

细节保持能力和去噪能力都比较好，而且收敛速度也

比较快，达到的最优结果也比较好。因此离散 QPSO

算法是一种很好的优化方法。 

 

为了更好说明基于本文这种优化算法的最优层叠滤波

器的性能，下面给出分别基于三种不同优化算法的最优层

叠滤波器的滤波误差值对比（如表 2）。 

 

表 2. lena 图在不同噪声概率下滤波性能比较 

噪声概率 滤波器 MAE 

遗传算法 4.1003 

PSO 滤波 3.6851 0.05 

QPSO 滤波 2.3989 

遗传算法 4.5915 

PSO 滤波 4.0584 0.10 

QPSO 滤波 2.6822 

遗传算法 5.0834 

PSO 滤波 4.7951 0.15 

QPSO 滤波 3.1027 
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