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Abstract: In this paper, we construct partially balanced incomplete block designs (PBIBD) based on finite 
fields, and use them to construct regular low-density parity-check (LDPC) codes. The constructed LDPC 
codes are free of 4-cycles and with high flexibility for the choosing of the code rate. In addition, we can 
construct QC-LDPC codes with girth at least 8. In particular, they can also be quasi-cyclic. Simulation results 
show that some of our codes can have slightly better performance than random regular LDPC codes over 
AWGN channel. 
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【摘  要】通过构造部分平衡不完全区组设计，得到一类低密度校验（LDPC）码，其最小环长（girth）

至少为 6，码率的选取具有很大的灵活性，而且可以具有拟循环结构，进一步，我们也利用其构造了

girth 至少为 8 的拟循环 LDPC 码。计算机仿真结果表明，在加性高斯白噪声信道中与随机码相比，我

们构造的一些码具有更好的译码性能。 

【关键词】部分平衡不完全区组设计;拟循环低密度校验码;围长;和积译码 
 

1 引言 

LDPC 码首先由 Gallager[1,2]于 1962 年提出，在

相当长的时间里一直被忽视。直到 1995 年，Mackay

和 Neal[3,4]的重新发现，才引起人们的重视。LDPC

码具有非常好的纠错性能，可以非常接近香农界，

特别是对于随机或伪随机构造的较长的非规则的

LDPC 码[5,6]，有人甚至构造出了离香农界 0.0045dB

的 LDPC 码[6]。但随机码的编码复杂度较高，不利

于硬件实现。而拟循环 LDPC 码，可以在线性时间

内用简单线性移位寄存器在线性复杂度条件下完

成编码，而且，只需要存储校验矩阵的指数矩阵，

大大节约了存储空间。因此，近年来关于拟循环码

[7]的构造获得了大量关注。Yu Kou 和 Shu Lin 等人

在[8]中利用有限几何方法构造出了 LDPC 码，并在

该文的末尾指出，利用平衡不完全区组设计(BIBD)

构造 LDPC 码是一个很好的方向。B.Honary 等人[9-11]

利用 Bose[12]构造的几类 BIBD，构造出了性能非常

好的拟循环 LDPC 码。 
本文中，我们通过构造两类部分平衡不完全区

组设计(PBIBD)，同样得到了一些 girth 大于等于 6 
的正则 LDPC 码，而且可以具有拟循环结构。进一

步，我们也构造了 girth 至少为 8 的 QC-LDPC 码。 
本文余下的部分安排如下：在第二部分我们给

出一些基本概念。在第三部分我们构造了两类部分

平衡不完全区组设计。在第四部分我们说明了利用

部分平衡不完全区组设计来构造正则 LDPC 码的方

法。最后我们将所构造的码与 Mackay 的随机码进

行了纠错性能方面的比较。 
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2 基本定义 

我们首先给出部分平衡不完全区组设计

(PBIBD)的定义，这方面的介绍可参考[12,13]。 

定义 2.1 设 X 为一个 元集合， 为一个非负

整数的集合。如果

q 
X 的 个n g 元子集合 ，

称为区组，满足以下条件： 
1 2, ,..., nB B B

 

（1） X 中的任意一个元素恰好出现在 r 个区

组中； 

（2） X 中的任意一个元素对在区组中出现的

次数是 中的一个整数； 
则称它们为一个部分平衡不完全区组设计，记

为 。若 中仅含有一个正整数，

即

PBIBD( , , , , )q n r g 
{ }


 

BD( , , , , )q n r g

，则称其为平衡不完全区组设计，记为

BI  。 

定义 2.2 设 X 为 q 元有限域，区组 1 2, ,..., kA A A 为

X 的 个k g 元子集合。若一个部分平衡不完全区组

设计可表示为 iA x ， 1, ,i k  ， x X ，则称

1 2 ,..., , kA A A 为此部分平衡不完全区组设计的基区

组。 

在平衡不完全区组设计中，若 1  ，则 X 的每

对元素恰好出现在一个区组中。  在 [9,10,11]中

B.Honary 等人利用 BIBD 的这种特殊性质构造了性

能很好的 LDPC 码。我们还注意到，当 时，

这样的 也可用来构造Tanner图中

girth 大于 4 的 LDPC 码。 

{0,1} 
PBIBD( , , , , )q n r g 

一个 PBIBD 可由其关联矩阵表示，设

1 2 9{ , , , }X x x x  ， 下 面 的 区 组 ： 1 2 3{ , , }x x x ，

2 7 4{ , , }x x x { ,， 3 9 5, }x x x ， 1 8 6{ , , }x x x ， 2 9 6{ , , }x x x ，

7 8 9{ , , }x x x 1 7{ ,， 5, }x x x ， 3 8 4{ , , }x x x ， 4 5 6{ , , }x x x ，构

成一个 ，它的关联矩阵如下： PBIBD(9,9,3,3,{0,1})

 

 

 

 

 

 

 

  

3 部分平衡不完全区组设计的构造 

本节中，我们将给出两类部分平衡不完全区组

设计，定理 3.2 的证明与定理 3.1 类似，故省。 

定理 3.1 设 为素数, e为满足5p  1(mod )ep   

( 1) / 8 的 一 个 正 整 数 ， 令 。 设

，

et p

{0,1, , 2S   1}t   为 的一个本原元，并

且使

GF( )ep
2 1t h   成立的 h 满足 

0 (mod 2 )h t                 (1) 

如果存在正整数 使得对于 中互异的 i 和

皆有 

L S j

( ) 0, modL i j h t)               (2) 

则 

2 4{ , , },Li t Li t Li i S               (3) 

为一个 PBIBD(8 1, (8 1) ,3 ,3,{0,1})t t s s  的基区

组，其中 s S 。 

证明：首先我们证明任意两个区组的公共元素

的 个 数 不 超 过 1 。 若 其 不 然 ， 则 必 有

使得 , , , ' ( ei j S GF p   )

( , ) ( , ')i j   以及下面的方程组成立： 

2 2

2 ' 2 '

' ,

' ,

Li tu Lj tv

Li tu Lj tv

   

   

 

 

   


  
 

其中 , ', , ' {0,1, 2}, ', 'u u v v u u v v  
8 4 40 1 ( 1)(t t t  

。根据

1)    
4 2 21 ( 1)( 1)t t t  

，

    ， 

易知 

4 1 0,t                   (4) 

4 21 ( 1)t t h    

1

           (5) 

如 果 前 面 的 方 程 组 成 立 ， 则 可 得
( ) 2 ( ' ') 2 ( ') 2 ( ')( 1)L i j t u v t u u t v v        

当 

。由(4),(5)可知，

( ', ') {(1,2), (1, 2), (2,1), (2, 1)}u u v v      

时，有 

)( ) 2 ( ' ') 2 , (modL i j t u v t h h t         

而由(1),(2)知这不可能成立。当 

( ', ') {(1,1), (2, 2), (1, 1), (2 2)}u u v v      

时，由(4),(5)知， 

( ) 2 ( ' ') 0 (modL i j t u v t

1 0 0 1 0 0 1 0 0

1 1 0 0 1 0 0 0 0

1 0 1 0 0 0 0 1 0

0 1 0 0 0 0 0 1 1

0 0 1 0 0 0 1 0 1

0 0 0 1 1 0 0 0 1

0 1 0 0 0 1 1 0 0

0 0 0 1 0 1 0 1 0

0 0 1 0 1 1 0 0 0

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

)             (6) 
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' 5 计算机仿真与分析 进一步，若 ，则可得 ，进而有i j 'u v '  ，

这与 ( , ) ( ,i ')j  矛盾。而当 i 时，(6)与(2)是矛

盾的。 

j

这样我们就证明了任意两个区组的公共元素

的个数不超过 1。此外，由域的性质易知每个元素

恰 好 出 现 在 3s 个 区 组 中 。 因 此 (3) 是 一 个

的基区组。 PBIBD(8 1, ) ,3 ,3,{0,1})s s(8 1t t 
定 理 3.2 设 为 素 数 ， 为 满 足

的一个正整数，令 。设

，

2,5p  e

( 1 1(mod )ep   
{0,1, ,3S  

) /1et p 8

1}t  为GF 的一个本原元，h 为

使

( )ep
6 1t h  

L

( ) 0,L i j h  

成立的某个正整数，如果存在正整数

使 得 对 于 中 互 异 的 和 皆 有

，则 

S

m

i j

od )t

6 12{0, , , },Li t Li t Li i S      

为一 的基区

组，其中

PBIBD(18 1, (18 1) ,4 , 4,{0,1})t t s s 
s S 。 

4 PBIBD-LDPC 码的构造 

基于 PBIBD 可以构造 PBIBD-LDPC 码，方法

与[9,10,11]中基于 BIBD 构造 BIBD-LDPC 码相似。

以定理 2.1 为例，由基区组(3)可得二元关联矩阵

,其中0 1 1( , , , )sH H H H   iH 为基区组中第 1i  个

基区组 所得到的 阶方阵，iB ep  ep iH 的第 列向量

为 中的元素与 中的第 个元素相加所得

区组 的位置向量，即若 中有一个元素为

的第 个元素，则此列向量的第 个位置为

1，其余位置都为 0。 

j

iB GF(

,i jB

GF( )ep k

)ep j

,i jB

k

这样就得到了一个稀疏的二元矩阵 H ，它的解

空间给出了一个 LDPC 码，且 时，LDPC 码是

逆循环的。由于任意两个区组的公共元素的个数不

超过 1，这保证了

1e 

H 的 Tanner 图中没有长为 4 的圈，

从而它的 Girth 至少为 6。由于每个 相当于 3 个循

环置换矩阵的和，因此里面存在大量长为 6 的圈。 
iP

更进一步，我们可以构造 Girth 至少为 8 的拟

循环 LDPC 码，仍以定理 2.1 为例，先用前面的方

法得到 ，由于列重为 3 ，

的行重列重都为 3，对 进行列划分，

得 到 阶 矩 阵 ， 其 中

为行重列重都为 1 的循环置换矩阵，结

合[7]中的定理 2.1，适当选取 ，可使构造的码 Girth

至少为 8。 

0 1 1( , , , )sH H H H  

1s 
e ep p Q Q

3j 
S

,0iP i 
3

, ,1i jQ

iH

,2 ,iQ,1 ,3( , )T
i i iQ

在加性高斯白噪声信道中，我们采用和积译码

算法进行译码，最大迭代次数为 100，所有的随机

码均由 Neal 和 Mackay 的软件包[14]生成。 

Girth=6 的 QC-LDPC 码的构造。 

例 5.1：由定理 3.1，取 。

取GF 的本原元

18 1 8 50 1 401t     
(401) 3  ，则 。 63h 
取 {0,1,2,3,4,5,6,7}S  ， ，此时，我们可

得一 PBIBD，它的关联矩阵由 8 个 的循环

矩阵

2L 
401 401

0 1 7, , ,H H H 构成，为 0 1( , , , 7 )H H H H ，它

的解空间给出一个(2807,3208) QC-LDPC 码，列重

为 3，行重为 24，码率为 0.875。其在误码率为 510

时，距离香农界约 1.1dB，而在相同误码率的条件

下，参数相似的随机码距离香农界 1.05dB，它们之

间非常接近。 

例 5.2：由定理 3.2，取18 1t   18 22 1   397 。

取本原元 20  ,则 364h  。取 ，{0,1, 2,3, 4,5,6,7}S 
3L  ，此时，我们可得一 PBIBD，其关联矩阵的

解空间给出一个(2279,3176) QC-LDPC 码，列重为

4，行重为 32，码率为 0.875。在误码率为 510 时，

距离香农界约 1.0dB。 

由图可以看出，我们构造的 QC-LDPC 码与参

数相似的 Mackay 随机码相比，有着非常接近，甚

至稍好的译码性能。但我们的码有明确的结构，由

于 1e  ，它是拟循环的。 

Girth 8 的 QC-LDPC 码的构造。 
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Figure 1. The error performance of codes 

图 1. 码的纠错性能 

例 5.3：在例 5.1 中我们取 ，得

一关联矩阵

{0,1,3, 4,6,9}S 
H ，它由 6 个 的循环矩阵构成，

再将其中的每个循环矩阵进行列划分，得一新的

401401

H ，它由 3 6 个 401 401 的循环置换矩阵构成，它
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的解空间给出一个(1205,2406) QC-LDPC 码，其

girth 至少为 8，在信噪比为 2.4dB 时，误比特率达

到了 数量级，有较低的错误平层(error floor)。 810

6 结束语 

B.Honary 等人利用 Bose[12]构造的 BIBD，构造

了性能很好的 BIBD-LDPC 码，我们通过构造

PBIBD，同样获得了译码性能较好的码，可保证其

girth 至少为 6 或 8，仿真表明，其译码性能很好。 
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