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【摘  要】本文研究由三个特征对构造实对称正定七对角矩阵问题，提出了问题有解的条件及其解的
表达式，并给出了数值简例。 
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1 引言 

设 P 为如下实对称七对角矩阵的集合：  
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 

且 。

性质 1：若 ，则 D 不可约。 D P
性质 2：若三个不可约对称三对角矩阵的乘积是

七对角矩阵。特别地，若 T 是不可约实对称三对角矩

阵，则 是实对称七对角矩阵。 3D T
性质 3：设 ( , 是不可约实对称三对角矩阵 T

的特征对，则 是实对称七对角矩阵

)a x
3( , )a x 3D T 的

特征对。若 是 T 的第 i 个特征值（从小到大排序），

则 是 D 的第 i 个特征值。 

a

3a
定义：设 1 2, , nx x x

1 0
是一个非零实数的有限序

列，如果 i ix x   ，则说，序列在第 i+1 项有一个变

号。这个序列中变号的总数称为它的变号数。一个有

限的实数序列的变号数定义为去掉这个序列中的 0 以

后得到的序列的变号数。 

逆特征值问题在结构动力学、分子光谱学、结构
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设计、参数识别和自动控制等许多领域都用重要的应

用，例如逆特征值方法是结构动态设计和飞行器设计

中的有力工具。关于逆特征值问题的研究已经取得许

多有意义的成果。三对角矩阵逆特征值问题的研究已

经很成熟
[1-5] ,提出了很多算法及解的适应性条件,对

于五对角矩阵逆特征值问题的研究较少
[6-1

，有关结

论果也不多，而对七对角矩阵的逆特征值问题的研究

就更少了。 

1]

本文研究以上形式的实对称七对角矩阵的逆特征

值问题。 

问题：给定三个互异实数 , ,a     (0 a  

  )和三个 n 维非零实向量 1 2( , ,x x x ,  

)T
nx ， 1 2( , , , )T

ny y y y  和  ，

求 n 阶实对称正定七对角矩阵 D，使得( ，x),（
1 2=( , ,z z z

a
, )T

nz
 ，

y）和( ，z)分别是 D 的第 i 个,第 j 个和第 k 个（i,j,k

各不相同）特征对。 

2 问题存在唯一解的充要条件 

引理 1[4] : n 阶 Jacobi 矩阵 正定的充要条件是

存在唯一一组正数
nJ

n1 2  ， ，
T

n nJ T 


nT
和唯一的一组正数

，使得 ，其中 1 2t t ， ， n-1t n

n

1

2

n

n-1

*

1 t

1 t

T

1 t

1
n n

 
 
 
 
 
 
  

  ，  

1

2

n

n-1

n *n n







 
 
 
  
 
 
  

  。 

利用引理 1 可将问题  转化为：求正数组

1 2  ， ， 和 ，有 1 2t t t， ， n-1

1/3 1/3 1/3x yT
n n nT T    （x,y,z）=（ ， ， ）z

n

。 

另外，易知问题 存在唯一解的充要条件是：存在唯

一的一组正数


1 2  ， ， 和唯一的一组正数

使得上式成立，即有 1 2 n-t t t， ， 1

1 1 1 1 2 1

1 1 1 1 2 1

1 1 1 1 2 1

x t x h

y t y f

z t z g

 
 
 

 
  
  

 

2 2 2 2 3 2 1

2 2 2 2 3 2 1
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( )

( )

( )
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y t y f t
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 
 
 

 
  
  

 

  
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 
 
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     

     

     
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  
  







 

1 2 1

1 2 1
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( , )

( , )

( , )

n n n n

n n n n

n n n n

x h t t t

y f t t t

z g t t t












 
 







 

其中 ， 1/3 1/3 1/3
1 1 1 1 1, ,h a x f y g z    1

i

i

i

1/3
1 2 1 1 1 1 2 2 1

1/3
1 2 1 1 1 1 2 2 1

1/3
1 2 1 1 1 1 2 2 1

( , , , ) ( , , , )

( , , , ) ( , , , )

( , , , ) ( , , , )

2,3 ,

i i i i

i i i i

i i i i

h t t t a x h t t t t

f t t t y f t t t t

g t t t z g t t t t

i n





   

   

  

  


 


 
 

 

 

 





 

方 便 起 见 ， 用 表 示 ，ih 1 2 1( , , , )i ih t t t  if 表 示

1 2 1( , , , )i if t t t  ， 表示ig 1 2( , , ,i 1)ig t t t  ，此外对

1,2, 1i n  , 1, 2, n j 引进量 

(1)
1 1

1 1

i i
i i i

i i

x y
D x y

x y  
 

   i ix y ， 

(2)
1 1

1 1

i i
i i i

i i

z x
D z x

z x  
 

   i iz x ， 

(3)
1 1

1 1

i i
i i i

i i

y z
D y z

y z  
 

   i iy z ； 

(1) 33

1

( )
j

j i i
i

d x 


   y , 

(2) 3 3

1

( )
j

j i i
i

d x 


   z , 

(3) 3 3

1

( )
j

j i i
i

d y 


   z ； 

(1)
1 2 1( , , ) j j

j j j
j j

x y
G t t t x f y h

h f    j j j , 

(2)
1 2 1( , , ) .j j

j j j j
j j

z x
G t t t z h x g

g h    j j , 

(3)
1 2 1( , , ) j j

j j j
j j

y z
G t t t y g z f

f g    j j j ； 

(1)
1 2 1 1 1

1 1

( , ) i i
i j i i

i i

h f
i iF t t t h y f x

x y  
 

   , 
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(2)
1 2 1 1 1

1 1

( , ) i i
i j i i

i i

g h
i iF t t t g x h z

z x 
 

    ， 

(3)
1 2 1 1 1

1 1

( , , ) i i
i j i i

i i

f g
i iF t t t f z g y

y z 
 

     

s(x)是由 x 的分量 1 2, nx x x 组成的序列的变号数（值

为零的项略去）。 

引理 2[5]
：给定三个互异实数 1/3 1/3, ,a   1/3 和三

个 n 维 非 零 实 向 量 1 2( , , )T
nx x x 

)Tz

x ，

， ，则存在唯一的

n 阶 正 定 Jaco 矩 阵
1 2( , )T

ny y y y , 1 2( , ,z z z 

bi
n

nJ ， 使 得 1/3( , )a x  ,
1/3 1/3( , )y z  别是, , ) 分( nJ 第 , ,i j k 个（ , ,i j k 互不相同）

特征对的充要条件是： 

(1)  (1) (2) (3) 0;n n nd d d  

(2) ( ) , ( ) , ( ) ;s x n i s y n j s z n k       

(3) 必存在某个 使得(1 3)k k  ( ) 0k
iD  ，且

, ; 若 存 在 某 个

使得 则  

( ) ( )
1 2 1( , , )k k

i i iD F t t t  

(1 3)l l  ( )l
iD 

0 ( ) ( )k k
i id D

0, ( ) 0;l
iF 

0

(4)  (3) (2) (1) 0;i i i i i ih D f D g D  

(5) 。 1 2 1( , , ) 0n n nx h t t t  

并且其唯一解可表示为  

1 1

1 2

*

n
n

n n n n

a b

b a
J

b

b a

 
 
 
 
 
 



 
， 

这里 

(1) (1) (1)

(2) (2) (1) (2)

(3) (3) (1) (2) (3)

/ , 0

/ , 0, 0
.

/ , 0, 0, 0

1,2, 1

i i i

i i i i
i

i i i i i

F D D

F D D D

F D D D D

i n



 


  
  

   

， 

/n nh xn   ， 

(1) (1) (1)

(2) (2) (1) (2)

(3) (3) (1) (2) (3)

/ , 0

/ , 0, 0

/ , 0, 0, 0

1,2, 1

i i i

i i i i
i

i i i i i

G F D

G F D D
t

G F D D D

i n

 


  
  

   

， 

1 1a  ， ，2
1 1,i i i ia t     2,3,i n  ， 

j jb t j ， 。 1, 2, , 1j n 

定理：给定三个互异实数 , ,a   （0<a   ）

和三个 n 维非零实向量 1 2( , , ,x x x  )n Tx  ，

和  1 2( , , , )T
ny y y y  1 2( , , ,z z z  )nz , 若

满足： 

T

(1) (1) (2) (3) 0;n n nd d d    

(2) ( ) , ( ) , ( ) ;s x n i s y n j s z n k       

(3) 必存在某个 (1 3)k k  使得 ( ) 0k
iD  ，且

, ; 若 存 在 某 个( ) ( )
1 2 1( , , )k k

i i iD F t t t  

(1 3)l l

0 ( ) ( )k k
i id D 0

  ( )l
iD使得 0, 则  ( ) 0;l

iF 
(4) (3) (2) (1) 0;i i i i i ih D f D g D    

(5)  1 2 1( , , ) 0.n n nx h t t t  

则存在实对称正定七对角矩阵 D 以 ( , ), ( , ), ( , )a x y z 
为第 个特征对。 , ,i j k

证明:根据引理 2 和条件(1)-(5)可求出唯一的正定

Jacobi 矩阵 使得  和 分别是

的第 i j 个特征对，则 
nJ

, ,k

1/3( ,a x) 1/3( , y ) )1/3( , z

nJ
1 1

1 2 2

2

1 1

1 *

n

n n

n n n n

e f

f e f

J f

e f

f e
 



 
 
 
 
 
 
  

 



。 

其中 

(1) (1) (1)

(2) (2) (1) (2)

(3) (3) (1) (2) (3)

/ , 0

/ , 0, 0

/ , 0, 0,

1,2, 1

i i i

i i i i
i

i i i i i

F D D

F D D D

F D D D D

i n



 


  
0  

   

， 

/n nh xn  ， 

(1) (1) (1)

(2) (2) (1) (2)

(3) (3) (1) (2) (3)

/ , 0

/ , 0, 0

/ , 0, 0, 0

1, 2, 1

i i i

i i i i
i

i i i i i

G F D

G F D D
t

G F D D D

i n

 


  
  

   

， 

1 1e  ， 2
1 1i i i ie t     ， ， 2,3,i n 

j j jf t ， 1,2, , 1j n  。 

由性质 2 和性质 3， 为实对称七对角矩阵，

且是以

3
nD J

)z( , ), ( , ), ( ,a x y  为第 个特征对的正定

矩阵： 

, ,i j k

3
nD J 

2c

1 1 1 1

1 2 2 2 2

1 2 3 3

1 2 3 3

2 2

2 1 1

3 2 1 *

n

n n

n n n

n n n n n n

a b c d

b a b c d

c b a b

d c b d

d b

b a b

d c b a



 

  

  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

  

  

 

 ， 

其中 
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3 2 2 2 2
1 1 1 1

2 3 2 2
1 1 1

1 2 1

1 2

0

2 2

1,2,

1,2, 1

1,2, 2

1,2, 3

0

i i i i i i i i i i

i i i i i i i i i i i i i

i i i i i i

i i i i

n

a e e f e f e f e f

i n

b e f f e e f e f f f f f

i n

c e e e f f

i n

d f f f

i n

f f

   

  

  

 

     



      

 


  
  
 


 
  









（ ）

2
1

。 

3 数值例子 

例 子 ： 给 定 1, 8, 27a     ， (1 1,x  ,
1)T

 

， 和  0,1, 1)T (1 0y  ， 1 0 1)T， ，， (11 0z  ，， 1， ，  ，求

一个 5 阶实对称正定七对角矩阵 D，使得（a ，x），

（  ，y）和（  ，z）分别是 D 的第 2 个，第 3 个和

第 4 个特征对。 

解 ： 经 简 单 计 算 知 ，

， ，

(1) (2) (3)
5 5 5 0d d d  

2 ( )( ) 5 2 3s x    ( ) 5 3s y   s z  5 4 1  ，

因此定理中的条件（1）（2）成立。 

当 i=1 时 ， 有 (1)
1 1D  , ,(2)

1 2D   (3)
1 1D  , 

, , , ,1 1h  1 1f  1g 1 F (1) 2 F1
(2) 41  

( )
1

, 

, , , 从 而(1)
1 1d  (2)

1d 2  (3)
1d 1 sD

1,2,3

* 

， , ( )
1 1( ,sF t 2 1, )it t  0 ( )

1 1d D(s s) 0 s  , 

。 (3)
1 1h D (2)

1 1f D  (1)
1 1 0g D

即，当 i=1 时，条件（ 3）和（ 4）成立，

，(1) (1)
1 1 1/ 2F D   (1) (1)

1 1 1/ 1t d F  2 。 

同理，当 i=1,2,3 时，条件（3）和（4）也成立，

且 2 3 2  ， 2 2 3t  ， 3 4 3  ， 3 3 4t  ， 4 5 4  ，

4 4 5t  ， 5 6 5h   ， 5 5 6 5x h   ，0 5 5 5 6 5t h x  ，

最后得到:  1 2e e 

3 4 5 2e e e   , 。 1 2 3 4 1f f f f   
总结上面，定理中的（1）-(5)成立，可得到 

5

5*5

2 1

1 2 1

1 2 1

1 2 1

1 2

J

 
 
 

 
 
  








，从而得到 

3
5

5*5

14 14 6 1 0

14 20 15 6 1

6 15 20 15 6

1 6 15 20 14

0 1 6 14 14

D J


 
 
  
 

 

。 

4 结语 

在总结前人工作的基础上，本文研究七对角矩阵

的逆特征值问题，即由三个特征对构造实对称正定七

对角矩阵问题，并且提出了问题有解的充要条件及其

解的具体表达式，最后并给出了一个数值简例。当然，

本文还有许多相关的结论和需要改进的地方。 
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