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Abstract: For the problem of multi-baseline interferometer in wideband direction finding, an improved algo-
rithm of solving multi-baseline interferometer phase difference ambiguity is studied. The algorithm selects 
baseline length satisfied stagger qualification; thereby the maximum unambiguous direction could be en- 
larged greatly, solving conflict between accuracy of direction finding and maximum unambiguous angle. The 
correctness of theoretic analysis is effectively demonstrated by computer simulation. 
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摘  要：针对多基线相位干涉仪在宽带测向时存在的问题，该文提出了一种新的相位差解模糊算法，
该方法选择基线长度满足一定的参差关系，从而大大增加了最大无模糊角度，解决了测向精度与最大
不模糊角度之间的矛盾。仿真结果表明了理论分析的正确性。 
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1 引言 

多基线相位干涉仪由于其高的测向精度，在高精

度单站无源定位与跟踪中有着十分重要的意义。单基

线相位干涉仪存在着测向精度和最大无模糊角度之间

的矛盾。为了解决这一矛盾，通常采用多基线体制，

仿照多频连续波测距雷达技术，基线长度按照一定的

参差关系选择，这样可以提高干涉仪的测向性能。 

基线长度对定位的精度有一定的影响，基线长度

越大，定位精度越高，但当基线长度超过来波信号波

长的一半时，所产生的相位差数据就有可能超出

( , ]  的范围，也即可能出现相位差的模糊现象。

因而为了保证一定的定位精度，我们必须对相位干涉

仪所测相位差数据出现的模糊问题予以解决。 

2 问题的数学模型 

假设一维 M 基线相位干涉仪如图 1 所示[1]，其基

线长度分别为 （ i =1,2，…，M），波长为il 的信号

由与天线视轴夹角为 的方向传播而来。 

 

Figure 1. The sketch map of the principle of the Multi-baseline 

Interferometer 

图 1. M 基线相位干涉仪原理示意图 

 

基线 对应的模糊相位差il i 为 

(2 sin / ) mod 2 , 1, ,i il i M           (1) 

令 表示用基线测向时的模糊整数，将上式转换

成信号入射角正弦的形式为 
ik

sin / / (2 ), 1, ,i i i ik l l i M           (2) 

现取一基本基线长度 ，并令 = / （ 为

参差比）,代入式（2）得 
0l il 0l im im

sin
, 1, ,

/ 2
i

i i ik m m i M
l


 

    
0

        (3) 
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令 / l 0 = ，sinP / P L  ， / (2 )i i ir m  ，则式（3）

可以表示为 

, 1, ,i i iL k m r i M               (4) 

这里 是归一化的模糊相位差，且有 。

现在的问题转化为根据已知的 如何求解 ，从而求

出真实的信号入射角

ir 0 i ir m 

ikir

 [1]。 

为了求解方程组(4)，先写出数论中的剩余数定理

（孙子定理）[3]： 
设 为 正 整 数 且 两 两 互 素 ， 记

，

( 1, , )im i k 

km m1 2m m / (1 )i iM m m i k   ，则存在整数
' (1i ),M i k  使 ' 1(mi i od )iM M

, ,

m  且
'

i i (mod ),1jM M m 0

' ( modi i i

j k i j  

)

并 且

k

i

x a M M m

0

1

是同余方程组(5)对模 的

唯一解。即若有

m

x 使方程组(5)成立，则 (modx x m  0 。 

1 1

2 2

M k

x=k

x=k

x=k M

m a

m a

m a

 
 


 



1

2

        �
               (5) 

在理想的无噪扰情况下，式(4)为一个除数为整数的

实数域内的同余方程组。如果选择 为正

整数且两两互素，适当选择 使其取为整数[4]，则根据

剩余数定理，式(4)在由 所决定的最大无

模糊角度范围内有唯一解。此时的最大无模糊角度为 

( 1, , )im i M 

km
ir

m m m 1 2

arcsin( )unamb MPm m m  1 2      (6) 

对比式(2)和式(6)可以看出，采取多基线干涉仪测

向时最大无模糊角度增加，解模糊能力增强，较好的

解决了定位精度和测量模糊之间的矛盾，同时解决了

增大最大无模糊角度与测量模糊之间的矛盾。 

在实际中需要考虑噪声扰动的影响，一般地相位

测量误差会导致上述数学模型同余方程组无解。为此

需要建立噪扰条件下的数学模型[1]。 
假设由于噪扰而在真实模糊相位差 i 上产生了大

小为 i

i iq m

的误差 ( ) ，令归一化噪扰1,2, ,i   M

/ (2 )i  

ji iq 
， 则 在 一 般 情 况 下 ，

。因此式 ( 4 )可改写为 i ik m r   jk j jm r q 

1 1 1

2 2 2

M M M M M

L =k r +q

L =k r +q

L =k r +q

m

m

m

 
 


 



1 1

2 2

        �
          (7) 

需要特别说明的是，此时参次比 ( 1, , )i i Mm  
可以不满足两两互素的要求。 

式(7)求解的准则为：求 使得 1k k（ ， ， ）M

|Wmin,其中 W=         (8) 
M-1 M

i=1 j=i+1

| -L Li j 

解模糊后，可求出 和真实相位差iL 2i i ik   
（ 1,2, ,i M  ），此时，可以采用多种方法求解信号

入射角，以下给出平均值算法和最小二乘算法。 

平均值算法就是通过计算 的均值进而计算出

信号入射角，其计算公式为： 
iL

arcsin( )
M

i
i

P
L

M





 
1

             (9) 

最小二乘算法的计算公式为： 

arcsin ( / ) / (1/ )
2

M M

i i i
i i

P
m m





 

   
 

  2

1 1

  (10) 

3 噪扰条件下正确解模糊的条件 

3.1 正确解模糊对噪扰和基线参次比的要求 

定理 1：如果限定噪扰的程度在| | 以内，

则当且仅当
iq maxq

max4im q ip     ( 两两互素，ip (*)  是大

于(*)的最小正整数)时，我们可以对参差多基线干涉仪

正确解模糊并且保证 i 的取值范围尽可能大。 

为了证明定理 1，先给出数论中两个重要引理。 

引理 A：给定整数 、 ，存在整数p1 p2 1K 、 2K ，

使得 1 1 2 2 1( , 2 )K p K p G pCD p 

1( , )D p p2 1p p

有解，其中

是 、 的最大公约数。 GC 2

引理 B：当且仅当 GCD( 1F , 2F )能整除 K，方程

1 1 2 2K F K F k  有解。 

证明：参照文献[1, 5]给出证明如下： 

对于正确的系数解，我们记作 ；反之，我们记

作
i k

i k 。为分析问题简单清楚起见，不妨先设 M=2。 

先证充分性。 

易 知 ， 当 max4im q ip   
max4q

时 ， 根 据 引 理 B, 

i j k ki jm m     0<k在范围 、1 p 2 20<k p 1 之

内 有 解 。 综 合 引 理 A 、 B 知 此 时 总 有

i j m|k k |i jm m in = max4q   成 立 。 从 而 有

1 1 2 2 min mak ) | 4m m  1 2 xq |(k -k ) (k -  ( 这 一 点 可 把

i i(k -k ) 看作一个整数，通过分别讨论其正负而得到)。

所 对 应 的 噪 扰 假 设 为 ， 则 可 知ir iq

1 2|(q +q

k k
1 1)+(k -k )

1 2 m m
2 2 (k -k )m m1 max| 2q2 ， 又 因 为

1 2 = r r2 1 ， 所 以 有
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1 1 2 2 max|(k +q ) (k +q | 2m r m r q   1 1 2 2 ，

成立。也就是说，

此时能够对式(11)正确解模糊。 
1 1 2 2 max|(k +q ) (k +q | 2m r m r q   1 1 2 2

再证必要性。 

为 了 能 够 对 式 (11) 正 确 解 模 糊 ， 应 该 有

1 1 2 2|(k +q ) (k +q ) | 2m r m r q   1 1 2 2 max 成立。也即应有

1 1 2 2 max|(k +q ) (k +q ) | 2m r m r q   1 1 2 2

iq maxq
成 立 。 又 因

| | ，所以 1 1 2 2 max|(k -k ) (k -k ) | 4m m 1 2 q 成立。

注 意 到 i i

in max( 4 )H H q   
H 
M ( ,GCD m

max(2 ) / (q

k , k 的 取 值 区 间 ， 可 知 应 有

成 立 。 也 即

有解而且对于任意 M H，方程

无解。根据引理 B， 能

够 整 除 H ， 但 不 能 整 除 M 。 从 而 我 们 得 到

=H。但是注意到

1 2km m

1 2k km m1

1 2k km m1

( ,D m m1

 m| 1 2

 2

 2

)2

|k

GC

)m1 2

max)i im   ，

为了保证 | i | 的取值范围尽可能大，应该取

H= 。 max4q  
至此，证明了在 M=2 情况下定理 1 的正确性。参

照文献[1, 2]可以将该结论推广到任意 M 值的情况。 

若干涉仪的基线长度满足一定的参差关系，定理

l 给出了此时正确解模糊所允许的最大噪扰。 

3.2 正确解模糊对信号入射角的要求 

定理 1 阐述了纯数学意义上正确解模糊的条件。

在无噪扰情况下，当信号入射角超过式(6)的范围时，

虽然能够解出定理 1 规定的纯数学意义上的正确模糊

系数，但这时由于上述数学模型没有能力确定真实的

信号入射角，因此此时的正确解模糊已经失去了实际

意义，我们可以认为仍然不能正确解模糊。当考虑噪

扰时，有相同的问题，即当信号入射角超过上述数学

模型所能解决的范围时，无法确定真实的信号入射角，

我们可以认为此时不能正确解模糊。 

为了能够解出具有实际意义的模糊系数，我们可

以推导出对信号入射角的要求，如定理 2[1]。 

定理 2：令 ，则当max, 4i im F p F q     i 分布

在  max(2 ) / max max max( ) , (2 ) / ( )iq m q m  i 区间内时，为

了能正确解模糊，信号入射角的正弦 sin 应该限制

在区间 内。 max , (q P max )
M

i
i

F p q P


 
  

 


1

证明：我们定义归一化噪扰 / (2 )i i iq m   ，因

此，当 i 分布在  ma x m(2 ) / (q m m x max ma) ,(2 ) / ( )i q  axi

区间内时 分布在 iq max max,q q

sin

，根据定理 1 知此时能

够保证在纯数学意义上正确解模糊。另一方面，当信

号 入 射 角 的 正 弦  限 制 在 区 间

max max, ( )
M

i
i

q P F p q P


 
  

 


1

( 1,2, , )iL i M

内时，方程组（7）中的

  被限制在区间 0,
M

i
i

F p


 


 


1
内。而由

文献[5]中的“引理 A”知同余方程组（7）有解时对模
M

i
i

F p



1

有唯一解(即其解集中每个解对
M

i
i

F p



1

的

余数相同)。因此，只有当 被限制在区

间

( 1,2, , )M iL i

0,
M

i
i

F p


 
 

 


1

内时才能保证方程组(7)有唯一解，即

解出的模糊系数和实际的模糊系数相同，从而得出具

有实际意义的正确解模糊系数，证毕。 

3.3 噪扰条件下正确解模糊对信噪比的要求 

在信噪比为SNR时，单信道相位测量误差均方差

为 1/ 2SNR  ，由内部噪声引起的正交两个通道相

位差误差均方差  1为  的 2 倍，从而有 

1 / SNR

i

              (11)  1

假设相位差测量误差服从均值为 0 的高斯分布，

则由概率论与数理统计知，测量误差  以 99.74%的

概率落入区间[-3  1，3  1 ]内，即 

max( )i 3 

max

29( ) / (4iSNR m

1（以 99.74%的概率，下同）  （12） 

将式(10)、(11)代入式(12)得
2 2

max )q   ，即 SN

证毕。 
max

9( ) /lowest iR m

maxq

2 2
max(4 q 2 )  

上式即为噪扰条件下多基线干涉仪正确解模糊对

最低信噪比的要求。同理可推导出其他不同正确解模

糊概率时所需的最低信噪比。 

4 仿真验证 

4.1 仿真验证定理 1 的充分性和必要性 

首先验证定理 1 的充分性。取 =0.7499，则

max4q   =3。m m6, 9, r 4, 1,r  1 2 1 2 1q令 、 在区

间[- s , ]内均匀随机、独立地取值。此时正确的模糊

整数为 =1， =1。根据定理 1，在 0

2q
s

*
1k *

2k s


 0.7499

时，我们一定能够正确解模糊；当 s 0.75 时，正确解

模糊的概率会随着 的上升而下降。 s
在每个取定的 处进行 50000 次 Monte-Carlo 仿

真实验，看正确解同余方程组的概率。实验结果如图

2。可以看出， 在 0 至约 0.75 之间，正确解模糊的

概率维持在 100%； 从约 0.75 开始，正确解模糊的

概率开始下降，仿真结果与按照定理 1 进行的理论分

s

s
s
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析结果完全吻合。 
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Figure 2. The sketch map of the confirmation about the sufficiency 

of the correct solving ambiguity 

图 2. 正确解模糊条件的充分性验证示意图 

 

其次验证定理 1 的必要性。取 =0.9999，

令 、  在 区 间

[- , ]内均匀随机、独立地取值。此时正确的模糊整

数为 =2， =1。根据定理 1，在 0 0.9999 时，

我们不能够保证对同余方程组正确解模糊；能够保证

正确解模糊的范围是 0

maxq

2q

s 

1 2 1 22, 3, 1, 2,m m r r   
s s

*
1k *

2k

s

1q

 0.2499。 

在每个取定的 处进行 50000 次 Monte-Carlo 仿

真实验，正确解同余方程组的概率随 变化的结果如

图 3。可以看出， 在 0 至约 0.25 之间，正确解模糊

的概率维持在 100%； 从约 0.25 开始，正确解模糊

的概率开始下降，仿真结果与按照定理 1 进行的理论

分析结果完全吻合。 

s

s
s

s
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Figure 3. The sketch map of the confirmation about the necessity of 

the correct solving ambiguity 
图3. 正确解模糊条件的必要性验证示意图 

4.2 仿真验证定理 2  

参照文献[1]取 =3m， =3,5， =0.2499，波

长

l0 ip maxq

 =15cm，则 P= / l 0 =0.05。此时根据定理 2，能够

正确解模糊的目标方位角的正弦范围为 

sin   [0.0125,0.7375]；当 sin   [0.0125,0.7375]时，

不能保证正确解模糊。进行 5000 次 Monte-Carlo 计算

机仿真实验，仿真结果见图 4。 

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

正
确

解
模

糊
概

率

目标方位角正弦值  

Figure 4. The sketch map of the confirmation about the angle of the 

correct solving ambiguity 

图 4. 正确解模糊角度范围验证示意图 

由图 4 可以看出，信号入射角的正弦大约位于

[0.0125,0.7375]之内时，我们可以正确解模糊，当角度

的正弦处于[0,0.0125）和(0.7375,0.75]范围内时，均不

能保证 100%正确解模糊。从而验证了由定理 2 给出

的正确解模糊角度范围的正确性。 

4.3 仿真验证正确解模糊所需的最低信噪比 

取 4, 6, 1, 3,m m r r   1 2 1 2

*
1

*
2k

est SNR

此时正确的模糊整

数为 =2， =1。则根据命题 4.3 可计算出正确解模

糊 的 概 率 为 99.74% 时 所 需 的 最 低 信 噪 比 为

=32.8dB，即当 <32.8dB 时，正确解模糊

的概率较低（均小于 99.74%）；当 >32.8dB 时，

正确解模糊的概率较高（均大于 99.74%）。 

k

lowSNR

SNR

根据以上的理论指导，可设 服从均方根为iq

max / (2 )q im S  NR 的白噪声。针对不同的信噪比，

求出相应的 q ，并令 q 、 q 在区间[- 3 , ]内均匀

随机、独立地取值。对每个取定的信噪比处进行 50000
次 Monte-Carlo 仿真实验，正确解同余方程组的概率

随信噪比变化的曲线如图 5。 

1 2 iq 3 iq

由图 5 可以看出，在信噪比为 32.8dB 附近，正确 
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Figure 5. The sketch map of the relations about the correct solving 

ambiguity probability and the SNR 

图 5. 正确解模糊概率与信噪比关系示意图 

 

解模糊概率有一个明显的转折点，当信噪比在大

于转折点的范围内时，能够正确解模糊的概率约为

100%，当信噪比在小于转折点的范围内时，随着信噪

比 SNR 的降低，求解错误的概率大大增加。仿真结果

与基线长度按照定理 1 配置的参差多基线干涉仪进行

的理论分析结论完全吻合。 

5 结束语 

本文就多基线干涉仪测向和解模糊中的一些关键

问题进行了研究，给出了理论结论。首先对相位差测

量值出现模糊的原因进行了分析。然后分析了噪扰条

件下正确解模糊的条件，并给出了正确解模糊所需的

最低信噪比，并进行了计算机仿真实验。其结果验证

了所给结论的正确性，为以后的深入研究提供了重要

基础。 
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