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Abstract: Construction and enumeration of Correlation-Immune Boolean Functions of 2-order are discussed 
in this paper. Beside the constructed correlation-Immune Boolean Functions for the cases of weight 2r, a lot of 
new correlation-Immune Boolean Functions for the cases of weight 2r are constructed as supplement. There-
fore a new formula of lower bounds on the number of Correlation-Immune Boolean Functions of 2-order is 
derived. 
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摘  要: 本文进一步讨论 2 阶相关免疫函数的构造与计数问题，补充构造出了大量重量为 2 的方幂的
2 阶相关免疫函数，给出了关于 2 阶相关免疫函数个数的新下界。 
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1 引言 

相关免疫函数是密码学中的一个重要概念，它是

为抵抗 DC 攻击而提出的。自 1984 年 Seigenthaler T.

提出以来，国内外学者对此进行了大量研究，取得了

丰富的结果［1-8］，同时还有许多有待研究的问题，

计数问题便是其中之一。关于计数问题研究的意义文

献［5］、［8］中都有论述。m 阶相关免疫函数和正

交矩阵是等价的，而正交矩阵是研究认证码的重要工

具［9］。给出一种好的正交矩阵的构造方法，就可拥

有更多的正交阵列，设计出好的认证码。因此 m 阶相

关免疫函数的构造与计数是一个值得研究的问题

[10]。2 阶是研究高阶的基础，温巧燕等人 1998 年得

到的一类正交矩阵的下界一直沿用至今未有突破。本

文在原来研究成果的基础上进一步讨论 2 阶相关免疫

函数个数的构造与计数问题，得到更优的结果。 

2 定义及几个预备定理 

相关免疫函数有多种等价定义，本文采取如下形

式。 

定义 1 [7]  

设 1 2( ) ( , )nf x f x x x 

, (2)nx GF

是 布 尔 函 数 ，

1 2x x  ，称 1 2( , )nf x x x 为 阶相关免疫

的当且仅当对任意 m 个随机变量

m

1 2
( , , )

mi i ix x x 和

，1 2( , ,a a ) (2)m
ma GF

( )x x m


1 2( , )nx x x

( )
m

( )f x 
2

w f
。 是( )w f

z f  的汉明重量， 

 ( ) | (2) , , 1, 2
j

n
i jx m x x GF x a j m     。 

定义 2 [5  ]

设 1 2( ) ( , )nf x f x x x  是布尔函数， ( )w w f 是

其汉明重量， 

 1 2| ( , ) (2) ; ( ) 1n
nD d d d d d GF f d     

将 中 元 素 按 字 典 式 顺 序 从 大 到 小 排 列 为 D

,1 ,2 ,( , )i i i i nC C C C   
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( )为 f x fC的特征阵 。 

为讨论方便，以下将不确定特征矩阵行向量的顺

序，即视只有顺序不同的两个特征矩阵为相同特征矩

阵。布尔函数与其特征阵是相互唯一确定的，亦称

( )f x 是 的特征函数，又记为fC Cf 。 

定义 3 [1  ]

设 A 是一个 行 列的矩阵，称w n A 是一个

正交阵，是指( , , )w n 2,m A 的任 列构成的矩阵的行

向量中， 中每个向量都出现且出现的次数相

同。 

m

(2)mGF

引理 2.1  [1]

布尔函数 ( )f x

)

是 2 阶相关免疫的当且仅当 是

正交矩阵，当且仅当 的任一列是平衡

的且下述条件之一成立。 

fC

( ( ), , 2,2w f n fC

1) 任两列的和向量是平衡向量；2) 任两列逐项

积后所得向量有
( )

4

w f
个 1。 

3 构造与计数 

定理 3.1  [1]

设 A ， 都是 正交阵 , 则B ( , , 2,2)w n
1

0

A
C

B
 是

正交矩阵。 (2 2),w n 1, 2,

定理 3.2  [1]

设 A ， 分别是 、 正交阵，

相互无相同行,则

B 2( , , 2,2)w n 1( , , 2,2)w n
TT TC A B 是 正交

矩阵。 

1 2( , , 2w w n , 2)

定理 3.3  [1]

设 用 表示由该空间全体向量为行

的矩阵，将

1k j  (2) jGF

)(2 jGF
1 

2k

矩阵 个共轭对平均分成 快，

每 个共轭对组成一个 阶分块矩阵 ，

，则矩阵 

12 j 2k

C2 j k

1, 2

2 j k j  i

i

1

2

2 1

2

1 1

1 0

0 1

0 0
k

k

C

C

C

C

C








  





 

是 正交阵，即(2 , , 2, 2)j j k Cf 是二阶相关免疫的。其

中 1 和 0 都是指 2 j k 1 阶矩阵。 
以下为方便起见，记 为C 1 2 2

( , , )kC C C  。 

用 记重量为 的 元 2 阶相关免疫函数

的个数，亦即 定序正交矩阵的个数。用

记 元 2 阶 相 关 免 疫 函 数 的 个 数 ， 则

，为确定 的下界，当 为 2 的

方次时，根据以上定理来构造 正交阵，方

法如下： 

(4 , )N k n

n
22

1

(4
k

k

N k




 

4k

)

n

( )N n

(4

(4 , , 2,2k n

, )n

( )N n

( )N n k

, , 2, 2)k n

对任意 1k j  可将 (2) jGF

,C C

得 个共轭对分成

平均分成行数相等的矩阵 ，构造矩阵

12k

2kC1 2

1 2 2
, )kC C( ,C C  ，相当于把 个共轭对分成平均

分到 个空格中去。有

12 j

 
  

2k

1

1

2 !

2 !

j

j k



  2k 种不同的分法，根

据 定 理 3.3 ， 这 意 味 着 按 这 种 方 法 可 以 得 到

 
  

1

2
1

2 !

2 !
k

j

j k



 
个不同的 矩阵。这样就得到

下面的结论 

(2

2

, , 2,j j k 2)

定理 3.4  

任意1 1,k j j    ，有： 

(2 , )jN j k
 

  

1

2
1

2 !

2 !
k

j

j k



 
。  

为把该下界与原来文献 中 下界比较，

令

[1] (2 , )n rN  n

,j k n k r   ，则上式变为： 

(2 , )n rN n 
 
  

1

2
2 1

2 !

2 !
r

n r

n r

 

 
。 

再引入下面的引理： 

引理 3.1 

设 为任意正整数，有: ,m n

  ( )!
min , 1 !

( !) ( !)n m

mn
m n

m n
  。 

证明 不妨设 n m ，则 

 
 1

0

( ) ( ) 1 (( ) 1)( )!

( !) ( !) ( ) !

m

n m n
j

m j n m j n m j n nmn

m n m j n
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1 1 1

0 1 0

1
( ) (

m n m

j i j

i
n

nm j
n n

n i m j

  

  




   
   1)! 证毕。 

由引理 3.1，新下界
 
  

1

2
2 1

2 !

2 !
r

n r

n r

 

 
至少是原下界

的 倍，其中 。   
2 12

2 !
n r

r
 

(2 1)!b   min , 2 1b r n r  

在所有用定理 3.4 的方法构造的
 

  

1

2
1

2 !

2 !
k

j

j k



 
个形

如 1 2 2
( , , )kC C C C  的 正交矩阵集合

中定义一个等价关系：

(2 , , 2, 2)j j k
'C C� 当且仅当存在 l ，使

，其中的下标取模 。把上述

矩阵集合按该等价关系的等价类划分，每个等价类中

含有 个矩阵，且同一个等价类中的矩阵之间无相同

行，用定理 3.2 可构造 个 (2 正交矩阵, 

。下面说明当 为奇数时由不同等价类中的

矩阵构造出来的 正交矩阵互相不同。 

'
1 2 2

( , , kl l l
C C C C   

 

2k

0 2kt 
(2 ,j

)

2k

tC , ,j j k

t
, 2, 2)j k

2k

2)2,



设 ， 是1 2 2
( , , kl l l l

E C C C   
 

1 2 2
( , , )kC C

) 10 2kl  

C C

F D



1 2 2
( , , )kl l l l

D D  
 0 l

所 在 等 价 类 中 一 个 元 素 。

， 2 1k   是 

1 2 2
( , , )kD D D D   

所在等价类中一个元素。这里及以下涉及的下标运算

都模 。如果： 2k

1 2 t

TT T T
l l lE E E

1 2 t

TT T T
n n nF F F  ， 

则对任意 ，有 0 2km  1

1 2 t

TT T T
l m l m l mC C C    

1 2 t

TT T T
n m n m n mD D D     

成立。不妨设 , 按如下方式定义

： 。若
1 20 k

tl l l    

1,1l i t 
2

im i il m  x 是 中某一行向量，则

对任意1 ，

1l
C

ti  x 是下面矩阵中的一个行向量。 

1 2i i t

TT T T
n m n m n mD D D  

i
      （1） 

由于 相互无相同行，所以存在唯一矩

阵

1 2 2
, kD D D

jD ，使得 x 是 jD 中一行向量，且任意1 ，存

在

i t 

1 is t  使得 jD
s ii

n mD  ，根据 的定义知im

   |1i 1,2s i t 

i t

t  。下面证明满足同样条件的矩

阵是唯一的。若不然，即另有一矩阵 ，对任

意1
pD  jD

  存在 ，使 ip

   t  |1ip 

i t

1, 2
p ii
p nD D m  那么 i t ， 

则 对 任 意 1 
(

is in m
， 有 下 式 成 立 ：

( )im ) p
i ip sn n

ipn j       。设 p j s  ， 

则   i|1n i |1sn s
i i

tp t       

由     1,|1 |1i i 2s i t  p i t  t    

得    i t|1n i |1n si it      ， 则 任 意 n ，

 i t1 |1in ns n    。则可以在矩阵列

中定义等价关系： 当且仅当存在整数 ，使

1 2
, ,n nD D

tnD

n
i jn nD D�

i jn n ns  。令  gcd 2 ,kd s ， 0 

D

2k

d

tn

n

1 2
, ,n n

，则 为偶

数。那么按照该等价关系 被划分成几个

等价类，每个等价类中有 个元素，这与 t 为奇数矛

盾。所以假设不成立。也就是说只有唯一的矩阵

0n

D D

0n

1s
j nD D ，满足对任意1 i t  ，

1s
nD

1

在矩阵 中。因

此 中任意一行向量只能在

(1)

1l
C

snD 中，所以
1 1s
l nDC  。 

根据
isn

r
1

n r

的定义知， ，则对任

意 ，

1s sn n

,1
im i

,1
i im  

t

i t

s s
D D

i
n r   

1,1i il m l

，同样 

i t  

i t

  

则
1s si

l rC C ,1
il r m    ，可由上面同样的方法可证

只有一个矩阵
1

n rs
D  满足：任意1 ，i  t D

1s
n r 在矩阵 

1 2

T T
nD D

s in r m 

1l rC

s ir m  
s it

T
T

n r mD   中； 

有唯一矩阵  满足：任意1  ， 在矩阵 i t 
1l rC 

1 2

T T
lC C

0 m

i ir m  

12k

t i

TT
l r l r mC   m 中。 

又因为对任意   ，下式： 

1 2

T T
l m  

t

TT
l mC l mC C

1 2

T T
n mD D 

s rD

t

TT
n mD  n m

1 1

 

成立，可得 l rC   对于任意 也都成

立。因为

0 2kr  1

   |1 |1
is in i t n i t     i，所以，存在 ，
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 1
1

1 ,
il r n ri t C D  使

C D

对于任意 0 也都成

立，所以 与 在同一等价类中。 

2kr  

这样就有下面的结果： 

引理 3.2 

对任意
1

, 3
2

k n


  ,
n

 

 

1

2

22 1

(2 )!
(2 , )n , 1,3,5 2k nt   

( )N n

1
)! 2

n k

n k

k t
k

k n n k

C
N t







  


(2
 

最后，根据定理 3.4 和引理 3.2 得 

定理 3.5 

2 阶相关免疫函数的个数 至少为： 

 

11 2

22 1

(2 )!2

(2 )! 2

n k

n k

kn

k nn
k

 





 



1

2
[ ]

2

2
n k

 。 

证明  
22

0

(4 , , 2, 2)
n

s

N s n




 ( )N n

 

1 1 2 1

2 2
2

n k

n k

k i

n k





 



 
    

1 2

22 12 1[ ]
2

(2 )!

(2 )!

n kn

k nn i

C 

  
 

 
k

 

 

1

2
2n k

 
1 21

22 12
[ ]

2

(2 )!2

(2 )!

n k

n k

kn

k nn
k

 





 


 。 

4 结束语 

相关免疫函数是密码学中的一个重要概念，它是

为抵抗 DC 攻击而提出的。由于在密码学中有重要作

用自 1984 年 Seigenthaler T.提出以来，国内外学者对

此进行了大量研究，取得了丰富的结果。温巧燕等人

1998 年得到的一类正交矩阵的下界一直沿用至今未

有突破。本文改进了文献 构造，在构造的 2 阶相关

免疫函数中定义了等价关系，证明了一个等价类内的

正交矩阵无相同行，可以用定理 3.2 构造新的正交矩

阵，并证明了不同等价类矩阵构造的正交矩阵互不相

同，从而改进了 的下界。本文中结果比文献

中的结果从形式上看要简单，但却大得多,是比较好

的。 
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(2) ( )N n [1]
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