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Abstract: The guaranteed cost control for a class of norm bounded uncertain discrete singular systems was 
considered in this paper. The objective is to design state-feedback controllers such that the closed-loop 
systems is regular, causal, stable and the corresponding cost function have a certain upper bound minimized 
for all admissible uncertainties. Two sufficient conditions for the existence of state-feedback guaranteed cost 
controllers are obtained in terms of algebraic Riccati equation and linear matrix inequalities, respectively. At 
last the numerical examples show the validity of our inclusion. 
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摘  要: 研究一类具有范数有界不确定性的离散广义系统的保成本控制问题，设计状态反馈控制器使

得对所有容许的系统不确定性，闭环系统正则，无脉冲， 稳定且最小化闭环性能指标的一个上界值.。
文中给出了离散广义系统分别基于代数 Riccati 方程和线性矩阵不等式的状态反馈控制器的设计方法， 
并举例说明所得结论的可行性。 

关键词: 不确定性 离散广义系统 保成本控制 状态反馈 线性矩阵不等式  

 

1 引言 

系统的不确定性是导致系统不稳定和系统性能指

标恶化的主要根源之一，因此寻找控制器使得闭环系

统同时具有鲁棒稳定性和鲁棒性能要求,在理论和应

用上都有十分重要的价值和意义，较为有效的方法之

一是保性能控制。目前对不确定广义系统的保成本控

制问题的研究成果还很少[1]，主要是因为广义系统的

保成本控制问题不仅要保持闭环系统的鲁棒稳定性和

满足性能指标要求，还要求闭环系统是正则无脉冲（因

果），所以广义系统的二次保成本控制问题要比正常的
[2-7]复杂得多。本文考虑了具有满足匹配条件的范数有

界[8]不确定性的离散广义系统的保成本控制问题.。 

2 系统描述与准备 
考虑如下的不确定离散广义系统 

     )()()1( kxHFAkEx         (2-1) 

其中 是系统的状态向量，  nRkx )( Zk  , 

是具有适当维数的定常矩阵。是反映系统

模型中参数不确定性的未知实矩阵,这里假设  

H,AE,

             ||:||:          (2-2) 

定义 1 如果对于所有满足（2-2）的不确定性 有

)det( HFAzE  不恒等于零，则称不确定离散

广义系统（2-1）鲁棒正则。 

定义 2 如果对于所有满足式(2-2)的不确定性 有

rankEHFAzE  ))deg(det( ，则称不确定离 

散广义系统（2-1）具有因果关系。 

定义 3 如果对于所有满足式(2-2)的不确定性存在

可逆对称矩阵
nnRP  使得 

0PEET         （2-3-1）
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0)()(  PEEHFAPHFA TT （2-3-2） 

成立, 则称不确定离散广义系统（1-1）二次稳定. 

引理 1 不确定离散广义系统（2-1）是二次稳定的，则

系统是鲁棒正则且具有因果关系。 
证明同[1]中引理 3.2.1. 

引理 2  设 IT  HFA ,,, 是适当维矩阵, 矩阵

P 对称可逆, 若存在常数 0 满足 , 

则 

0PFT FI

HAFFPA

HFAPHFA
TTT

T

 


 111 )(

)()(

TFFP 11   

H
 

证明:由引理 1 有 可逆, 取 

HPFFIPAFPFFIY TTT 


2

1

2

1

)()(   

根据 有 0YY T

HHPAFPFFIPFAPAA

HFAPHFA
TTTTT

T

 


1)(

)()(

HHAFFPA TTT    111 )(

 

 

3 保成本控制 

考虑如下一类不确定离散广义系统 
    )()()()()1( 21 kuHkFBkxHkFAkEx   （3-1） 

其中 , 分别是系统的状态向量和

控制输入向量, , 是具

有 适 当 维 数 的 定 常 矩 阵 且 满 足

. 是描述系统不确定性的

函数矩阵, 且 

nRkx )(

nr  

mRku )(

Zk  A

qpRk )(

21 HHFB 和、、、

rankE

   q
T Ikkkk  )()(:)(:)(   （3-2） 

式中 表示 维的单位矩阵, 是系统

的初始状态。 

qI q nRxx  0)0(

对系统（3-1）定义如下形式的二次型性能指标 

        （3-3）  





0

21 )()()()(
k

TT kuRkukxRkxJ

其中加权矩阵 。 0,0 21  RR
引入状态反馈控制器  

                        （3-4） )()( kKxku 

其中
nmRK  是待定的矩阵 . 由不确定系统

（3-1）和控制器得到闭环不确定离散广义系统 

 )())(()1( 21 kxKHHkFBKAkEx   （3-5） 

定义 4 考虑不确定离散广义系统（3-1）和性能

函数（3-3）, 如果对于所有的系统不确定性  )(k ,

存在一个标称控制器和一个正数 使得闭环不确

定系统（3-5）二次稳定, 且性能函数（3-3）满足 ,
那么就称控制器

J
 JJ

是不确定离散广义系统（3-1）和性

能函数（3-3）的具有性能函数上界 的一个状态反

馈保成本控制器, 称 为闭环系统的性能函数上界。 

J
J

定义 5 如果存在可逆对称矩阵 P , 使得对所有

的  )(k 有 

   TT KHHFBKAKRKR )( 2121   

  0)( 21  PEEKHHFBKAP T （3-6） 

则称具有反馈增益矩阵 K 的控制器 是不确定

离散广义系统(3-1)和性能函数（3-3）的具有性能矩阵

的保成本控制。 



P
    定理 1 考虑不确定离散广义系统（3-1）和性能

函数（3-3）, 如果控制器是具有性能矩阵 的保成

本控制, 那么闭环离散广义系统(3-5)是二次稳定的, 

并且性能函数（3-3）的闭环值满足 。 

P

E T
00 PExxJ T

相反,如果控制器使得闭环离散广义系统（3-5）

二次稳定, 那么对所有的加权矩阵 ， 该控制

器是具有某性能矩阵
21 RR 和

R
~
的二次保成本控制， 其中

PP
~

和 具有相同的形式。 

证明:  如果控制器 是一个保成本控制, 

由式（3-6）可知对所有的  

"" 
)k (

0PEET  

   PKHHFBKA T)( 21  

  0)( 21  PEEKHHFBKA T  

根据定义 3,系统（3-5）二次稳定。 
定义 函数 Lyapunov

)()(:)( kPExEkxkV TT  

对任意非零的 , 由式（3-6）得 nRkx )(

   )()( 2121 KHHFBKAKRKRkx TT  

   0)()( 21  kxPEEKHHFBKAP T  （3-7） 

由于   

)()()1()1(

)()1(

kPExEkxkPExEkx

kVkV
TTTT 


 

 
  )()()(

)()(

21

21

PExEkxkxKHHFBK

PKHHFBKAk
TT

T





)(kA

xT
 

所 以 根 据 式 （ 3-3 ） 和 式 （ 3-7 ） 得 到

 )1()()()()()( 21  kVkVkuRkukxRkx TT
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对不等式两边从  kk 到0 求和 

  )()0()()()()(
0

21 




VVkuRkukxRkxJ
k

TT  

由闭环离散广义系统（3-5）二次稳定有 

0)()(lim)( 


kPExEkxV TT

k
 

00)0( PExExVJ TT  

""  如果控制器  使得闭环离散广义系统

（3-5）二次稳定, 则由引理 1 存在可逆对称矩阵 使

得对所有的系统不确定性 有 
P

)k(

 
  0)(

)(

21

21





PEEKHHFBKA

PKHHFBKA
T

T

 

成立, 故存在一个常数 0 使得 

0)]([

)]([)(

21

2121





PEEKHHFBKA

PKHHFBKAKRKR
T

TT
 

因而这个控制器就是一个具有性能矩阵 
PP :

~  

的保成本控制。 
注意到定理 1 中性能函数 的上界依赖于初始状

态 , 然而实际系统中往往不能确定系统的初始状

态. 为了除去对初始状态的依赖性, 假设 是零均值

随机变量, 且满足

J

0x

0x

 nITxxE 00 , 对性能函数（3-3）

取数学期望可得到 

 

  }{

)()()()(

00

0

21

PEEtrPExExE

kuRkukxRkxE

JEJ

TTT

k

TT
























 

其中 是取期望算子。 E

4 控制器分析与设计 

本节中我们给出设计保成本控制器的两种充分算

法： 

定理 2 状态反馈控制器是不确定离散广义系

统（3-1）和性能函数（3-3）的一个保成本控制。如

果 

)(i  存在矩阵 和常数0Q 0 , 0 使得

下面的代数 方程 Riccati

 QHHRPEEAA TTT
111   

0)()( 12
1

12   HHABHHAB TTTTT   (4-1) 

有可逆对称解 ，且满足 ，其中 P 0 PFFI T

111 )(   TFFP   

0222  RBBHHI TT  

此时,状态反馈控制器 矩阵可参数化为 

2

1

2

1

12
1 )( LQHHABK TT     （4-2） 

其中
nmRL   满足 的任意矩阵, 且相

应的闭环性能函数（3-3）满足 

1|||| L

00 PExExJ TT           （4-3） 

)(ii  存在可逆对称矩阵 和常数nnRP  0 , 

0 满足下面的矩阵不等式 

0PEET             （4-4-1） 

0

0

0111

























PFB

PBFIPFFPAF

PFARHHPEEPAA

T

TTT

TTTT




（4-4-2） 

其中 。 0222  RPBBHHI TT
此时状态反馈控制器矩阵可参数化为 

)( 12
1 HHPABK TT        （4-5） 

且性能函数(3-3)的闭环值满足式(4-3)。 

证明: 首先证明情况 。由定义 3 知, 若存在可

逆对称矩阵

)(i
P 是不确定离散广义系统（3-1）和性能函

数（3-3）的保成本矩阵, 则有对所有的系统不确定性

 )(k  

   TT KHHFBKAKRKR )( 2121  

  0)( 21  PEEKHHFBKAP T   （4-6） 

由引理 2 存在 0 使 有 0 PFFI T

   )()( 2121 KHHFBKAPKHHFBKA T 

)()()() 2121 KHHKHHBKABK TT  (A 可见式

（4-6）成立只需 

 TT KHHBKABKA )()()( 21  

0)( 2121  KRKRPEEKHH TT  

上式左边等于 

KRHHBBK

HHABKKHHBA

RHHPEEAA

TTT

TTTTT

TTT

)(

)()(

)(

222

1221

111













)()()]

([)](

[)(

12
1

1212

2

1

2

1

12
2

1

2

1

111

HHABHHABHH

ABKHHAB

KRHHPEEAA

TTTTTT

TTTT

TTT
















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因此只需定理中情况 的结论成立, 式(4-2)即是所

要求的控制器矩阵, 且由定理 1 知式(4-3)成立. 

)(i

0

0

)(

)(

)(

222

12

21

1 





























PBKF

PFBK

KRHHPBBK

HHPABK

KHHPBA

T

TT

TTT

TTT

TT







0)()(

)()()(

)()(
1

212121








PEEBKAPBKA

BKAPFPFFIPFBKA

KHHKHHKRKR

TT

TTT

TT





 

证明情况 。记 )(ii















IPFFPAF

PFARHHPEEPAA
TT

TTTT


 111

1

Schur

, 根

据 补定理和式（4-5）有 

0
00 1

1 















 

T

TT PBFPBF   
  0)(

)(

21

2121





PEEKHHFBKA

PKHHFBKAKRKR
T

TT

 

0
0

0

211

121
1



























 
































 















T

T

TTT

T

TTT

PBF

HHPBAK

PBF

HHPBAK





 

定理得证. 
下面的定理得出了利用 MATLAB 工具箱便可以方

便求解的线性矩阵不等式形式的结论。 

定理 3 状态反馈控制器 是不确定离散广义系统

（3-1）和性能函数（3-3）的一个保成本控制, 若存在

矩阵 ,nnRX 0 )()( rnrnT RY Y  和常数 0 , 

0 满足下面的线性矩阵不等式 
因此 

0

)(0

)()()(

0)()( 111























FYXB

BYXFIFYXFAYXF

FYXARHHXEEAYXA

TT

TTTTTT

TTTTTT






   (4-8) 

 01.001.001 H ,   01.002.02 H其中 , 

矩阵 是行满秩且满足 的定常矩

阵。 

0)( 222  RBYXBHHI TTT 
nrnR  )( 0TTE 


















00.100

016.00

0010.0

1R ,  









30.00

036.1
2R此时状态反馈控制器 矩阵可参数化为 

])([ 12
1 HHAYXBK TTT    （4-9） 

要求设计系统的状态反馈保性能控制器, 且最小化性

能函数上界, 给出 ,根据定理 3 求得 









00.100

000.10


证明:  令 有  YXP T

0)(  XEEEYXEPEE TTTT   

将 P 代入式（4-4-2）, 式（4-5）即得式（4-8）, 式（4-9）
成立。 






















5491.76390.04507.0

6390.02227.55526.0

4507.05526.04353.6

X











4860.02311.0

6068.09501.0
0000.0Y , , 2603.6  

4 示 例 

在本节中,用例子来演示如何利用定理 3 来设计

不确定离散广义系统的保成本控制器。 

考虑不确定离散广义系统(3-1)和性能函数(3-3), 
其中的参数由下面的式子给出： 


















000

000

0000.1

E ,    

















01.100

022.103.0

0021.0

A
相应控制器和闭环系统性能函数上界为 

)(
6193.847047.1912734.6

6910.21775.52717.0
)( kxku 











 , 


















10.005.0

23.003.0

05.010.0

B ,     



















05.0

02.0

08.0

F 4353.6J  
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