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Abstract: To solve a class of integer programming (IP), this paper proposed a new method called maxi-
mum-entropy particles swarm optimization hybrid algorithm. First, integer programming problems were 
transformed into equivalent non-integer programming (NIP) problems，and a smoothing approximation to the 
inequality constraints was given by the maximum-entropy function, furthermore, integer programming can be 
transformed into unconstrained optimization, then using the particles swarm optimization to solve this prob-
lem. Numerical results showed that the proposed method is more accurate and effective. 
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摘  要：针对整数规划问题，给出了一个新的算法——极大熵微粒群混合算法。首先通过把整数规划

问题都转化成等价的非整数规划问题, 采用极大熵函数对非整数规划的约束条件进行处理, 进而把非

整数规划问题化为无约束优化, 利用微粒群算法对其进行求解。计算结果表明，文中提出的算法在求

解的准确性和有效性均优于其它算法。 
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1 引言 

整数规划(Integer Programming,IP)和混合整数规

划(Mixed Integer Programming, MIP)问题是 20 世纪 60

年代发展起来的规划论中的一个分枝, 是数学规划中

常见的、复杂的一大类问题[1],其广泛应用于许多工程

领域,如资源管理、生产调度、可靠性优化、目标分配、

超大规模集成电路设计等. 因此如何求解 IP 和 MIP

问题是一个重要的研究领域. 许多快速求解非整数规

划的算法, 如变尺度法、内点法、罚函数法、信赖域

法等[2-3],这些算法具有良好的收敛性和收敛速度快等

特点,但是却不能用于求解 IP 和 MIP 问题.多年来的研

究表明，整数规划是数学规划和运筹学中最困难的研

究领域之一. 即使是形式上看起来很简单的线性约束

二次整数规划问题在全空间上求解也是不可判定的，

即不存在求解该问题的算法. 整数规划却属于典型的

NP 难解问题,一般不存在多项式算法[4]. 

近年来随着进化计算的发展, 一种新颖的、简便

的进化类算法——微粒群算法(Particle Swarm Opti-

mization，简称 PSO)[5-6]。由于其具有算法简单、容易

理解、易于实现，且具有较强的全局寻优能力的特点，

已在许多优化问题中得到了成功的应用[7-8]。本文通过

把整数规划问题都转化成等价的非整数规划问题, 采

用极大熵函数对非整数规划的约束条件进行处理, 引

人适当的目标函数, 进而把非整数规划问题化为无约

束优化, 然后利用 PSO 算法对其进行求解。数值实验

结果表明了该方法的正确性和有效性。 

2 问题的转化 

2.1 整数规划问题都转化成等价的非整数规划 

本文仅考虑如下不等式约束的优化问题： 

(P) ( )

. .   ( ) 0, 1, 2, , ,  

min

i

f x

s t h x i l x X
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其中各个分量 ( ), ( )if x h x 均为 维向量n x 的函数，如

果 X 是整数点集, 则称(P)为整数规划 IP; 如果 X 中

部分分量是整数, 则称(P)为混合整数规划 MIP; 如果

X 中所有元素均取0 或1 值, 则称(P)为0-1规划. 若

用两个不等式代替一个等式, 就可以把等式约束转化

为不等式约束. 下面我们给出整数规划问题或混合整

数规划问题转化为一个等价的非整数规划问题的方

法. 

    由 于 条 件 等 价 与 条 件

, 所以

{0,1}ix 
1ix (1 ) 0,0i ix x   ( 1, 2, ,i )x i   n 能

被转换为一个连续变量.因此任何一个 0-1 规划问题

都可以转化为一个等价的非整数规划问题(NIP) , 即

等价的 NIP 的最优解也是 0-1 IP 的最优解. 如果在

X 中取整数的变量有界, 不妨设0 kx L  ,那么 kx
可以表示成一个 2 进制数,即 

0 1
0 12 2 2s

k sx y y y    , 

其中 , 或 1 .因

此整数变量可以转化为仅取 0或 1的变量,于是整数规

划就可以转化为等价的 0-1 规划, 结合任何一个 0-1 

规划问题都可以转化为一个等价的非整数规划问题

(NIP),因此定理 1 结论成立. 

2[log ] 1s L  0ky  ( 1,2, ,k s  )

我们还可以给出另一种转化形式来证明定理 1 成

立. 设 kx 是一个有界的整数变量,即 [ , ]k k kx a b 中

的整数,这里 都为整数,则有下面的非整数规划

问题(NIP) 
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这里给出了 IP 和 M IP 转化为非整数规划的两种方

法, 即连续化的方法[9]. 当转化后的目标函数和约束

全部可微时, 我们便可用现有的许多算法求解转化后

的问题. 下面结合极大熵方法给出一种将转化后的等

价问题进一步化为无约束优化问题的求解方法. 

2.2 极大熵方法化非整数规划为无约束优化 

这里我们总认为已将整数规划转化为下面的非

整数规划问题 

(NIP1)  
( )

. .   (

m

) 0, 1,2 ,

i

,

n

i

f x

s t g x i m


   

显然(NIP1)问题的约束集合等价于极大值等式约束

, 而 函 数

是不可微的，因此给一些数值计算上带来了困

难. 下面我们引进极大熵函数 

1 2( ) max{ ( ), ( ), , ( )} 0mg x g x g x g x 

( )g x

1

(1 ) ln exp ( )( )( )
m

i
p ip pg xg x



  , 

其中 为控制参数；关于极大熵函数的导出读者

可以参考文献[10]，极大熵函数也称凝聚函数，该函

数从数学上是以原来函数 的指数函数构成向量

函数的 范数的自然对数. 先头的指数变换使向量

的各分量为正，后面的对数变换使函数值复原. 简单

运算可以证明,函数 与 具有如下关系: 

0

pL

p

( )ig x

(pg( )g x )x
1

( ) ( ) ln( )pg x x
p

g x g   m . 

由此可知，只要参数 p 充分大时，就可以用极大

熵函数 ( )p xg 直接代替极大值函数 ，从而将原

来的不可微约束问题转化为一个可微的优化问题. 虽

然

( )g x

p 取有限值时仅能得到原问题的近似解，但只要 p

取得适当大就能保证很高的精度. 为了避免计算 p 过

大出现上溢，我们可取如下 ( )p xg 的等价形式 

   
1

,
1

ln exp  0( )pg ( ) ( ) ( )
m

i
i p

p
x g x p g x g x



      . 

于是问题(NIP1)转化为如下约束优化问题(NIP2) 

1

min

(1 ) ln

(

e

)

. . xp ( )  0 ( )( )
m

i
p i

f x

s t p pg xg x




  



mi

 
采用乘子罚函数法进行求解,问题(NIP2)可以转化为

下列无约束优化问题:(NP) 

   2( ) ( ) ( ) / 2n   ( , )p p pf x g x cg xx      

这里 为拉格朗日乘子, 为惩罚因子，c  值按照

进行修正.  1 ( )k k
pcg x  k 

下面我们考虑用微粒群算法（PSO）求解无约束

优化问题min ( , )p x  . 

3 微粒群算法的描述 

微粒群算法源于对鸟群觅食行为的研究。研究者

发现鸟群在飞行中经常会突然改变方向；散开，聚集，

其行为不可预测，但其整体总保持一致性，个体和个

体间也保持着最适宜的距离。通过对类似生物群体行

为的研究，发现生物群体中存在一种社会信息共享机

制，它为群体的进化提供了一种优势，这也是微粒群

算法形成的基础。 
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假设在一个 维的目标搜索空间中，有 个粒

子组成一个群体，其中第 个粒子表示为一个 维的

向量

S

1 2 ,i

m
Si

)iS( , ,i ix x x x


S

i

 ， ，即第 个

粒子在 维搜索空间中的位置(每个粒子的位置就是

一个潜在的解)。将

1,2, ,i   m i

x


, ,1 2( i iV v v 

1 2is i i



代入一个目标函数就可以算出

其适应值，根据适应值的大小衡量解的优劣。第 i 个
粒 子 的 飞 翔 的 速 度 是 维 向 量 ， 记 为

。记第 i 个粒子迄今为止搜索到的

最优位置为 ，整个微粒群迄今

为止搜索到的最优位置为

S

, )iSp

, ,1 2

, iSv

P p

)

, ,( p 




,( )gs g gP p p  gSp


。 

Kennedy 和 Eberhart 最早提出的微粒群算法采用

下列公式对粒子操作： 
1

1 1 2 2( ) (t t t t
is is is is gs isv v c r p x c r p x      )

t

     (1)                 

1t t
i s i s i sx x v                            (2)                                         

其中： ， ；学习因子 和

是非负常数； 和 为伪随机数，服从[0,1]上的均

匀分布。 ， 为常数，由用户设

定。 

1, 2, ,i m 

1r

max[ ,isv v 

1,2, ,s  

2

max ]v maxv

S

)t

1c

2c r

Y.Shi 和 Eberhart 在 1998 年对式（1）作了如下

改进[11]： 
1

1 1 2 2( ) (t t t
is is is is gs isv v c r p x c r p x        (3)                           

在式（3）中 为非负数，称为动力常量，控制着前

一速度对当前速度的影响，较大时，前一速度影响

较大，全局搜索能力较强；较小时，前一速度影响

较小，局部搜索能力较强。通过调正的大小来跳出

局部极小值。迭代终止条件根据具体问题一般选为最

大迭代次数或微粒群迄今为止搜索到的最优位置满足

的预定最小适应阈值。更多的微粒群算法，可以参考

文献[11-12]. 

4 极大熵微粒群混合算法求解整数规划 

对给定的整数规划，构造相应的适应度函数

min ( , )p x  ，应用微粒群算法来求解该无约束优

化问题.  

求解整数规划问题的微粒群算法 

步骤 1  初始化一个规模为 N 的微粒群，设定初

始位置和速度； 

步骤 2  计算每个粒子的适应值； 

步骤 3  对每个粒子将其适应值和其经历过的最好位

置 的适应值进行比较，若较好，则将其作

为当前的最好位置；   
isP

步骤 4  对每个粒子将其适应值和全局经历过的最好

位置 gsP 的适应值进行比较，若较好，则将

其作为当前的全局最好位置；    

步骤 5  根据方程式（2），（3）分别对粒子的位置

和速度进行进化； 

步骤 6  如果满足终止条件，则输出解；否则返回步

骤 2。 

5 数值实验 

为了测试本文算法的求解性能，下面我们取文[9]

中非线性整数规划问题做测试，并和文[9]的结果进行

比较.  

算例 1 （本例在文献[9]中用作测试函数） 
2 2

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3 0

min 1) 2) 4)

3.5

( ) ( ( (

. .   

      

       6  

  ,  ,
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    
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 
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
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
为 的整数

2

 

容易求的 10 6x  , 20 3x .5  , ,因

此该整数规划可以转化为如下非整数规划: 
30 3x  .5

22 2
1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 1 1

2 2 2
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3 3 3 3
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    
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   
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
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
 

采用上述方法进行求解,取参数 .学习因子61 10p  
1 2 1.8,c c   从 1.0 减小到 0.4，群体规模数为 20，

最大进化代数为 1000，用 Matlab6.5 编程，算法运行

100 次，取平均值, 结果如表 1 所示. 为便于比较，

表 1 也给出了文献[9]的求解结果. 
Table 1. Comparison of results 

表 1. 计算结果的比较 

算法 参数 p 初始点 x0 最优解 x* f(x*) 

文献[9] -/- (8,8, ,8) (2, 2, 3) 2 

本文 1*106 -/- 
(1, 1, 3)搜到 48 次 
(2, 2, 3)搜到 52 次 

2.000 107
2.001 308
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数据分析：因为文献[9]都是确定性算法，因此文

献[9]只能获得初始点附近的一组解. 结合表 1 可以看

出：本文的结果整体比文献[9]好，算例 1 的两组解

; 都搜索到了，且本文

算法的精确度高. 已有文献中只得到了该问题的一个

解，主要是因为确定性算法是用给定初始点进行搜索

的，因此无法同时搜到原问题的所有可能解，而本文

算法中的初始点是随机的，因此通过 100 次搜索就有

可能获得原问题尽可能多的最优解.  

*
1 (1,1,3)Tx  *

2 (2,2,3)Tx 

6 结束语 

本文通过把整数规划问题都转化成等价的非整

数规划问题，结合极大熵函数法，给出了此类问题的

一种新的有效算法——极大熵微粒群混合. 利用本文

提出的极大熵微粒群算法进行计算，在计算的成功率

和准确性方面明显优于文献[7-9]中的算法，并且当参

数 p 适当大时，可以得到与理论值一致的结果，可见，

利用极大熵微粒群算法求解整数规划，可使算法简单

直观，容易计算，且计算的准确性，成功率高。在实

际中, 许多问题的变量都是有界的, 但有时变量有界

明确给出, 因此, 我们可以通过约束来求出或估计变

量的上下界,一般很容易求出线性整数规划的变量的

界。对于无界变量的IP 和M IP 问题还有待于进一步

研究。 
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