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Abstract: To solve nonlinear equations, this paper presents a very efficient method, referred to as maxi-
mum-entropy harmony search algorithm. First, nonlinear equations problem was be transformed to 
non-differentiable optimization, and using the smooth aggregate function to instead of maximum function in 
non-differentiable optimization problem, Thereupon, the primal problem can be transformed into uncon-
strained optimization, then using the harmony search algorithm to solve this problem. Two examples were 
used to demonstrate the validity of the method and the results were compared with the ones of other methods. 
It is showed that the proposed method is more accurate and effective. 
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摘  要：针对非线性方程组，本文给出了一个新的算法。首先把非线性方程组转化为一个不可微优化

问题，然后用一个称之为凝聚函数的光滑函数直接代替不可微的极大值函数，从而可把非线性方程组

的求解转化为无约束优化问题，然后利用和声搜索算法对其进行求解。利用 2 个测试函数对其进行测

试并与其它算法进行比较。计算结果表明，本文提出的算法在求解的准确性和有效性均优于其它算法。 
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1 引言 

求解非线性方程组是科学技术和工程应用中的

常见问题。非线性方程组的解法长期以来是数学和工

程应用中的一个重要的研究内容。很多实际问题的数

学模型最终都归结为求解形如 的非线性方

程组，求解非线性方程组的常用方法是牛顿法。牛顿

法的收敛性和性能特征在很大程度上依赖于初始点，

在适当的条件需下，该方法具有二阶收敛速度。牛顿

法对迭代初始值的要求相相当苛刻，如果初始值不在

牛顿迭代的收敛域内，该方法失效。但是对于很多非

线性方程组，选择好的初始点是一件非常困难的事

情；鉴于牛顿法的缺点，文献[1]结合遗传算法和经典

算法的优点，提出了一种用于求解非线性方程组的混

合遗传算法。该混合算法充分发挥了遗传算法的群体

搜索和全局收敛性，有效地克服了经典算法的初始点

敏感问题；同时在遗传算法中引入经典算法(Powell

法、拟牛顿迭代法)作局部搜索，克服了遗传算法收敛

速度慢和精度差的缺点。文献[2]探讨了用模拟退火算

法求解非线性方程及方程组的方法，该方法把方程组

求解问题转化为函数优化问题。文献[3]提出了一种求

解线性和非线性方程组的通用算法——蒙特卡罗算

法。关于各种求解非线性方程组的智能算法正在不断

的发展当中，随着计算机技术的发展，相信会有更多

更好的智能算法出现。 

( ) 0F x 

2001 年, Geem 等人通过类比音乐创作和优化问

题的相似性而提出了一种新的智能优化算法——和

声搜索(Harmony Search, HS)算法[4]. 与其他进化算法

相比, HS 算法机理简单,易于理解,解的构造方式新颖,

易于编程计算,且只有少数参数需要调整. 目前已经

成功应用于如函数优化、管道铺设、TSP 问题、岩土

工程、结构设计、交通路径以及环境参数校正等领域, 
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[5-7]在有关问题上展示了较遗传算法、模拟退火算法

和禁忌搜索更好的性能[4],显示了这种算法具有较强

的鲁棒性和广泛的应用前景. 

本文结合不可微优化问题及和声搜索算法的特

点，提出了一个新的求解方法——极大熵和声搜索混

合算法，即通过凝聚函数[8]，引入适当的目标函数(适

应值函数)，然后利用和声搜索对其进行求解.数值实

验结果表明了该方法的正确性和有效性。 

2 极大熵方法 

考虑非线性方程组 ，其中

是

连续可微的实值函数。若用

( ) 0, nF x x D R  

 ), , ( ) , :
T n

m if x f R 1 2( ) ( ), (F x f x f x R

p
 表示向量空间 p 范

数，于是非线性方程组可以转化为求解 

min ( )
n px R

F x


 

取 ， 即 为 一 个 非 线 性 最 小 二 乘 问 题2p 

1

n
m

i
i

2mi ( )f x

 ，关于该问题的求解，方法已经很多，

读者可以参考相关文献；本文我们取 p  ，则上述

问题转化为 

 
1
max ( )min

n i
i mx R

f x
 

 

记  
1

( ) max ( )i
i m

f x f
 

 x ，因此原非线性方程组问题

就转化为求解优化问题min ( )
nx R

f x


；一般情况下，函

数 ( )f x 是不可微的，这给一些数值计算上带来了困

难 。 下 面 我 们 引 进 极 大 熵 函 数

1

1
ln exp ( )

m

i
ip

p f x


     
( )pF x   0p 

)

，其中 为控制

参数；关于极大熵函数的导出读者可以参考文献

[8-9]，熵函数也称凝聚函数，本文我们称其为凝聚函

数。该函数从数学上是以原来函数 (if x 绝对值的指

数函数构成向量函数 pL 范数的自然对数。先头的指数

变换使向量的各分量为正，后面的对数变换使函数值

复原。 
下面我们证明，当 p 趋于无穷大时， ( )pF x 在整

个空间上一致逼近 ( )f x 。 

命题 1 
1

( ) ( ) ln( )pf x f x
p

F x   m。 

证明 把 ( )pF x 改写成等价形式 

 
1

1
ln exp( ) ( ) ( ) ( )

m

p
i

ip
F x f x p f x f x



     ， 

很显然， 

( ) ( ) 0,if x f x  1 i m  ， 

且其中至少有一个等于零，因此有 

 
1

1 exp ( ) ( )
m

i
i mp f x f x



    ， 

从而有 
1

0 l( )( )p m
p

f xF x   n ， 

即 
1

( ) ( ) ln( )pf x f x
p

mF x   。 

命题 2 的值随参数( )pF x p 的增加而单调下降，

且当 p 趋于无穷大时 以( )pF x ( )f x 为极限。 

证明 设向量函数 ( )x ，它的分量分别为 ( )if x

的指数函数，即 ( ) exp ( )i ix f x    ， 。

因其分量皆为正值，故它的

1,2, ,i m 

pL 范数可直接定义为： 
1/ 1/

1 1

exp( ) ( ) ( )
p pm m

p

i ip
i i

x x p f x 
 

               
 


， 

其中 1p  。对上式两边取对数，即可得到 

1

1
expln ( ) ( )

m

ip
ip

x p f x


      
 ， 

等 式 的 右 端 就 是 凝 聚 函 数 ， 因 此 我 们 有

ln( ) ( )p p
F x x 。由 Jensen 不等式[10]，若 ，

即有

1q p 

( ) ( )
p q

x x  ，两边取自然对数，立刻得到

( ) ( )p qF x F x ，这就完成了单调性的证明。 

向量值函数 ( )x 的 范数为 L

lim max( ) ( ) ( )ipp i
x x x  

 
  ， 

从而有 

1

1 1

maxlim lim ln ln

max ln max{ ( )} ( )

( ) ( )

( )

( )p i
i m

i

p p p

ii m i m
f x f x

F x x

x

x 




  

   

 
 

  



  


。 

[注] 该命题说明凝聚函数 随着( )pF x p 的增大

从上方逼近  f
1

( ) max (i
i m

)x f
 

 x 。 

因此，在实际计算时，可将 p 取得足够大，然后

用可微函数 代替不可微函数( )pF x ( )f x ，从而将不

可微优化问题 min
nx R

( )f x


的求解变换成一个易于求
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解的可微优化问题 。因此，利用上述凝聚

函数的性质，非线性方程组问题就可以转化为无约束

优化问题 ，下面我们给出求解该无约束优

化的和声搜索算法。 

min ( )
n p

x R
F x



( )xmin
n p

x R
F



3 和声搜索算法的描述 

和声搜索算法是最近出现的一种启发式全局搜

索算法，在音乐演奏中，乐师们凭借自己的记忆，通

过反复调整乐队中各乐器的音调，最终达到一个美妙

的和声状态。Z. W. Geem 等[8]受这一现象启发，将

乐器i ( i =1,2,…,m )类比于优化问题中的第i个设计变

量，各乐器声调的和声Rj ( j =1 ,2,…,M)相当于优化问

题的第j个解向量，评价类比于目标函数。算法首先产

生M个初始解(和声)放入和声记忆库HM (harmony 

memory)内，以概率HR在HM内搜索新解，以概率1–HR 

在HM外变量可能值域中搜索。然后算法以概率PR对

新解产生局部扰动。判断新解目标函数值是否优于

HM内的最差解，若是，则替换之；然后不断迭代，

直至达到预定迭代次数Tmax，其计算步骤如下所示： 

(1)首先随机产生M个和声R1,R2,…,RM放入和声库中，

其中Ri =(ri1,ri2,…,rim) ,m为设计变量个数，给定最大迭

代次数Tmax，迭代次数计数器ite=0 。以下(2)～(4)步

骤产生一个新解Rnew。 

(2) For j = 1 to m 

(3) 随机产生一个[0,1]之间的数rnd1，若rnd1≤HR，

则从(r1j,r2j, …,rMj)中随机选取一个值作为新解的第j个

变量值r new,j，若rnd1＞HR，则在变量的取值范围内

随机产生一个值作为r new,j；然后再随机生成[0,1]之间

的数rnd2，若rnd2 ≤PR，则对r new,j 产生随机扰动，

得到r’ new,j ，否则r’ new，j=r new,j。 

(4) next j 

(5)评价新解Rnew=(r’ new,1, r
’ new,2, …, r’ new,m)是否优于和

声库中最差的和声Rb ，若是，则利用新解替换它，

否则保持和声库中和声不变； 

(6) ite ite 1，若ite＜Tmax，转步骤(2)，否则输出和

声中最好解，计算结束。 

任何一种全局优化方法都必须协调好对解空间的开

发与探索两种能力。若过分强调算法的开发能力，则

算法容易陷入局部最优，反之，若过分强调算法的探

索能力，则算法就成为盲目的随机搜索。和声算法通

过引入 HR 与 PR 两个参数，以期达到算法对解空间

开发、探索能力的平衡，但是如何取值，却无理论基

础。Z. W. Geem 等[11-12]认为 HR 应该取较大值，

PR 取较小值，这与遗传算法中的交叉概率与变异概

率的取值规律类似。 

4 极大熵和声搜索混合算法 

step1 由给定的非线性方程组，构造相应的凝聚函数 

1

1
ln exp( ) ( )

m

p
i

ip
F x p f x



     
  ； 

step2 令 p 是一个充分大的常数，用和声搜索算法求

解 。 min ( )
nx R

x
 pF

说明：（1）为了防止计算中出现溢出现象，这里我

们取优化目标函数为凝聚函数 的等价形式 ( )pF x

 
1

1
ln exp( ) ( ) ( ) ( )

m

p
i

ip
F x f x p f x f x



      

（其中 p 是一个充分大的给定常数）。（2）解得精

度完全由参数 p 来控制，且解对参数 p 的变化不敏

感，仅一次优化即可求得原问题较好的解。 

5 数值实验 

本文中的参数 1000p  ，M=5, 和声记忆库的大

小 HM=100 , 和声记忆保留概率 HR=0. 95 ,记忆扰动

概率 PR =0. 5 ;选取 5000 为最大迭代次数。以下两个

算例选自文献[13]，算法运行 50 次，取平均值。 
算例 1．   

2
1 1 2

2
2 2 3

2
3 1 3

( ) ( 5 ) 0

( ) ( 2 ) 0

( ) (3 ) 0

f x x x

f x x x

f x x x

   
   
   

 

其中： 

1 2 31 , ,x x x 1    

算例 2.      

2
1 1 2

2 2
2 1 2

( ) 1 0

( ) ( 2) ( 0.5) 1 0

f x x x

f x x x

    


     
 

其中： 

[0, 2]x ，精确解为： 
*

*

(1.546342,1.391174) ,

(1.067412,0.139460)

T

T

x

x




 

以上算例的计算结果见表 1。 

从表 1 的计算结果可以看出，利用本文提出的极大熵

和声搜索算法进行计算，在计算的成功率和准确性方

面明显较优于文[1-3]中的算法，并且当参数 p 适当大

时，可以得到与理论值一致的结果，可见，利用极大
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熵和声搜索算法求解非线性方程组，可使算法简单直

观，容易计算，且计算的准确性，成功率高。 

 

Table 1. Numerical results for nonlinear equations using maximum 

entropy harmony search algorithm 

表 1. 极大熵和声搜索算法解非线性方程组的数值结果 

 
搜到解

次数 
成功率 计算得到的 x （取平均值） 

算例 1 50 1 (-0.000002; -0.000001; -0.000004) 

算例 2 50 1 (1.546513; 1.391146)  搜到 31 次 
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