
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Surface BEM and Its Application in Electric Field 
Computation of Insulator String 

LI Yasha  
China Three Gorges University, Yichang, China 

Abstract: In order to improve the precision of boundary element method, aimed at spherical surface, 
cylindrical surface, cone surface and torus surface, on the condition of linearly meshing, based on coordinates 
transforms, the surface boundary element method is put forward. In this method the element integral is 
strictly carried through on the boundary surface, and the solved function is linearly interpolated on boundary 
surface element along the general coordinates, and directions of outward normal line to element and 
boundary surface are strictly unanimous. Making use of surface boundary element method, the insulator 
string electric fields are calculated, and the distributions of electric field intensity, voltage and volts per one 
insulator are gained. 
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曲面边界元及其在绝缘子串电场计算中的应用 
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摘  要：为了提高边界元的精度，针对球面、柱面、锥面和圆环面，在线性边界元剖分情况下，基于
坐标变换，提出了曲面边界元方法。该方法中积分的区域为边界曲面，求解函数采用曲面上广义坐标
线性插值，单元的外法线方向取为严格的曲面法线方向。将曲面边界元方法应用于绝缘子串电场的计
算，得到绝缘子串上的电场强度和电位分布以及每片绝缘子上分担的电压。 
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1 引言 

在高压电力设备中经常会遇到各种形状的电极以

及绝缘介质，精确确定电极和介质表面的电场强度分

布对电力设备的安全运行具有重要的意义。由于这类

问题属于开域问题，边界元方法是处理这类问题的理

想方法。通常的做法是将求解区域的边界面剖分成三

角形单元或四边形单元[1–11]。若采用线性单元，则积

分在剖分后的平面三角形单元或直边四边形单元上进

行。网格剖分后的边界面比实际的边界面要小，剖分

越粗，二者的差别越大。如果提高计算的精度，必须

增加单元和节点的数量，但这会导致计算量的增加，

同时会增加计算机内存的使用量。提高计算精度的另

一途径是采用二阶插值单元[11]，由于二阶等参边界元

也不能完全拟合实际曲面，积分区域仍存在误差。提

高计算精度最理想的方法就是直接在边界曲面上积

分。工程计算中遇到的边界曲面绝大多数为球面、柱

面、锥面和圆环面，本文针对上述四种曲面，提出曲

面边界元方法。与线性插值边界元相比，在不增加单

元和节点数量的条件下，单元积分在实际的边界曲面

上进行，因而具有较高的计算精度[12–14]。 

2 曲边边界元基本原理 

三维静电场光滑边界积分方程为 
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式中 为边界上的场点， 为边界上的源点；r r' ( ) r 为

场点电位， ( ) r' 为源点电位；R 为源点到场点的距离，

 R r r' ；n为边界外法线方向， S 为求解区域的边

界。在实际的工程计算中，边界 S 一般由球面、柱面、

锥面和圆环面等曲面以及平面组成。对于普通的线性

插值边界元，线性单元为平面三角形或四边形，能够

精确表示平面边界，但对于曲面边界，用线性单元代

替曲面则误差较大。减小剖分单元与实际边界的误差

可以通过增加单元的数量来实现，但这会增加计算时

间和内存占用。减小误差的另一个途径就是直接在曲

面上积分，这一方法在不增加单元数量的情况下对实

际的边界积分，因此在提高计算精度的同时，并没有

增加内存的占用。 

2.1 球面边界元 

对于球面，式(1)中的积分可在球坐标系下计算。 
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(a)             (b) 

Figure 1. Relations between rectangle coordinates and spherical ones 

图 1. 直角坐标和球坐标的对应关系 

 

由于球面半径 固定，球面积分转化为对两个角

度球坐标的积分。 
0r

直角坐标与球坐标间的关系为 
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将球面进行单元剖分，则球面单元积分通过式

(2)、(3)和(4)转化为平面单元上对球坐标  ,  的积

分。 

2.2 柱面边界元 

柱面积分可以通过柱坐标变换转化为对柱坐标的

积分。 

如图 2 所示。 

对于确定的圆柱面，半径 固定，直角坐标与柱

坐标间的关系为 
0r

 

 
             (a)            (b) 

Figure 2. Relations between rectangle coordinates and cylinder ones 

图 2. 直角坐标和柱坐标的对应关系 

 

 
Figure 3. Cone surface 

图 3. 圆锥面 
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将柱面进行单元剖分，则柱面单元积分通过式

(5)、(6)和(7)转化为平面单元上对柱坐标  , z 的积

分。 

2.3 锥面边界元 

圆锥面上任意一点  , ,x y z 也可以用柱坐标

 , ,r z 表示，因而锥面积分也可以转化为对柱坐标

 , z 的积分。 

 
 

由图 3 可知，柱坐标 具有如下关系 ,r z

2 cotr r z                (8) 

因而，直角坐标与锥面上点的柱坐标间的关系为 
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将锥面进行单元剖分，则锥面单元积分通过式

(9)、(10)和(11)转化为平面单元上对柱坐标 的积

分。 

 , z 

2.4 圆环面边界元 

对于一个确定的圆环面，圆环半径 ，圆环主体

半径 固定。圆环面上任意一点可以由表示圆环截面

位置的角度

0r

1r
和表示截面上点的位置的角度 确定，

如图 4 的圆环坐标系所示。圆环面上点的直角坐标

 , ,x y z 和圆环坐标  ,   存在一一对应的关系。因此

对圆环面的积分可以转化为对圆环坐标  ,  的积

分。 

直角坐标与圆环坐标间的关系为 
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将圆环面进行单元剖分，则圆环面单元积分通过

式 (12)、 (13)和 (14)转化为平面单元上对圆环坐标

 ,  的积分。 

2.5 曲面边界元方程 

对于上述几种曲面，将积分微元代入式(1)，并采

用伽辽金加权余量方法，得边界元积分方程 
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Figure 4. Ring coordinate system 

图 4. 圆环坐标系 

 

' d 'd '} d de j eJ J                (15) 

式(15)中对广义坐标的积分，对于柱面和锥面只

需将坐标 换成坐标 z 即可。式（15）中 和 分别

表示源单元和场单元；带撇表示源单元的量，无撇表

示场单元的量。

'e e

eJ ， 'eJ 为场单元和源单元上直角

坐标向广义坐标变换的雅克比行列式。N ，N 为单

元的形函数。对广义坐标积分时，如图 1（b）、2（b）

所示，形函数取平面线性单元的形函数即可，而求解

函数沿广义坐标线性插值。最后利用高斯积分法计算

单元积分。 

i j

    曲面边界元具有以下特点： 

 积分区域为边界曲面； 

 外法线方向为边界外法线方向； 

 求解函数在边界上沿广义坐标线性插值。 

3 绝缘子串电场分析 

以 220kV电压等级绝缘子串为例利用曲面边界元

分析其电场强度和电位分布。该电压等级相电压为

127kV，绝缘子数为 13 片，表面由平面，柱面和锥面

组成，在拐角处可看成部分圆环面。将表面网格剖分，

节点数 5152，单元数 5136. 电场强度和电位分布云图

如图 5、6 所示。 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  Figure 5. Contours of electric field intensity 

图 5. 电场强度分布云图 
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Figure 6. Contours of voltage 

图 6. 电位分布云图 

 

 
Figure 7. Comparison of voltage 

图 7. 电位分布比较 

 

 
Figure 8. Comparison of voltage per one insulator 

图 8. 每片分担电压比较 

 

由于图 5、6 没有加均压环，高压电极侧电场强度

和单片绝缘子上分担电压较大。在高压侧加均压环，

每片绝缘子上的电位分布和分担的电压如图 7、8 所

示。为便于比较，同时将无均压环的情况画于图中。

加均压环后，绝缘子串上的电位分布明显改善，每片

绝缘子上最大分担电压由 48.5kV 降低到 22kV. 

4 结论 

针对球面、柱面、锥面和圆环面，基于坐标变换，

文章提出了曲面边界元方法。与线性单元边界元相比，

在相同的网格剖分情况下，曲面边界元积分计算是在

实际边界上进行，因而具有较高的计算精度。将曲面

边界元方法应用于绝缘子串电场的计算，得到绝缘子

串上的电场强度和电位分布以及每片绝缘子上分担的

电压。 
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