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Abstract: This text put forward  BIFOLIATE MAP, by fitting the Mean-Curve of the chaotic sequences, 
BIFOLIATE MAP ensured its sequences approximately in the balance status when it vary the bifurcation pa-
rameter with finite precision. Therefore BIFOLIATE MAP can generate the balancing continuous chaotic se-
quences and digital chaotic sequences easily. The results of the theoretic analysis and simulation show that 
the BIFOLIATE chaotic sequences have good balance characteristic, good randomicity and  better confiden-
tiality, etc, so they have high reference value and good application prospect. 
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【摘要】本文提出了双叶映射，该映射通过对混沌序列的均值曲线的拟合，保证了在有限精度条件下
进行变参数映射时序列的基本平衡，因此双叶映射容易产生平衡的连续值混沌序列和平衡的数字混沌
序列；理论分析与仿真结果表明，双叶数字混沌序列具有良好的平衡性和随机性，更高的保密性，等
等，因此具有很高的参考价值和良好的应用前景。 
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1 引言 

近年来，关于混沌理论及应用得到了广泛研究[1]，

混沌通信被众多国内外专家给予了厚望[2]，混沌序列

也被认为是新一代扩频码的最佳选择之一[3]。但是目

前基于混沌序列的扩频通信研究大多数仍然处于实验

与仿真阶段，离实用还有较大距离。主要原因是有限

的运算精度会使混沌序列退化为周期序列 [4]。目前还

没有很好的来解决这个问题。 

本文通过对采用变分岔参数映射和扰动序列值来

解决有限精度效应的分析，指出了由此带来的序列不

平衡问题，首次提出了一种新的复合映射，并较好地

拟合了复合映射在变参数映射时的均值拟合曲线和量

化阀值拟合曲线，给出了利用拟合曲线可以很容易地

产生平衡的连续值混沌序列和平衡的数字混沌序列的

方法。利用该方法产生的混沌序列具有良好的平衡性

和良好的相关特性。 

2 有限精度效应 

离散混沌序列由离散混沌映射经过一系列的迭代

运算获得，不考虑计算精度时理论上可以得到性能良好

的混沌序列，但是事实上运算设备的计算精度都是有限

的，结果引起混沌序列退化成为短周期序列，文献[4]

研究了 Logistic 映射在不同精度下的短周期效应，部

分结果如表 1所示： 

 

表 1. 有限精度下 Logistic 映射在不同精度下所表现的周期 

m M=2m 周期 p（个数 n） 

8 256 1（4 个）、4（252 个） 

16 65536 
1（4 个）、7（112 个）、18（1574 个）

79（43998 个）、119（19848 个） 

 

解决的办法有：提高计算精度、采用变参数映射[5]、

扰动序列值[6]等。 
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2.1 提高计算精度 

从表 1 可以看出，提高精度可以改善短周期效应。

精度越低，周期越短越明显，提高精度可以减小短周

期效应的影响，如果周期足够长，序列数量足够多，

也是可以应用到实际中去的，但是精度再高也不能够

消除短周期效应。而且要剔除所有可能的短周期序列

所需计算工作量非常大。以 32 位计算精度为例，即使

使用每秒万亿次计算的超级计算机，要计算

231≈2×109 个初始值所产生序列的周期性，也需要花

费几十天的时间。如果是 64 位精度，则计算量之大超

乎想象。 

2.2 采用变参数映射 

在有限精度下当分岔参数确定时，无限的混沌行

为会退化成有限的周期轨道，当分岔参数改变后，周

期轨道的形状会发生变化。如果用适当的方案来改变

分岔参数，就可以产生任意长的非周期序列。变分岔

参数映射不会使映射值超出范围，而且序列的复杂度

也得到极大的提高。但是分岔参数不同，所产生序列

的均值也不同，图 1 是 Logistic 映射 xn+1=r*xn*(1-xn)

的均值 E(X)随分岔参数 r 变化的曲线，图 2 是

Chebyshev 映射 xn+1=cos(r*cos-1(xn))的均值 E(X)随分

岔参数 r 变化的曲线。改变分岔参数的结果会使得混

沌序列的均值难以预测，因此难以产生平衡的混沌序

列。 

 

 
图 1. Logistic 映射序列的均值曲线 

 

 
图 2. Cheyshev 映射序列的均值曲线 

2.3 扰动序列值 

在有限精度下若不改变分岔参数，则每个初始值所

产生的序列只能固定在某个确定的周期轨道上，如果人

为地以某种方式对序列值进行扰动，则可以使序列在不

同轨道上不停的切换，利用这个办法也可以产生任意长

的非周期序列。扰动序列值有时会使得序列值跳出映射

范围，为此要适当修改映射规则避免此类现象发生。扰

动序列值破坏了混沌轨道，因此序列的均值也遭到破

坏。图 3 和图 4 分别是在有限精度（m=16）时 Logistic

序列和 Chebyshev 序列在受到不同程度扰动时的均值

变化情况。可以看出，序列均值对扰动非常敏感且极不

规则。 

 

 
图 3. Logistic 序列的扰动均值 

 

 
图 4. Chebyshev 序列的扰动均值 

 

另外有一些方法也可以产生非周期混沌序列，如

Chebyshev 映射的门限值法[7]，结合线形移位寄存器的

收缩法[8]，改进 Logistic 混沌序列产生的方法[9]，等等，

但是这些方法都很难保障序列的平衡。有鉴于此，本文

提出一个新的变参数混沌映射，利用拟合均值曲线来产

生平衡混沌序列。 

3 双叶映射 
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在变参数映射时传统的混沌映射序列，双叶映射

是本文作者首次提出的一个复合映射，映射表达式如

下：  

       xxxxp*xxxf  1411414  （3.1） 

它的映射关系如图 5 所示，它是一个单峰映射，

在分岔参数 p∈[0，1]下，它的映射曲线随参数变化

的范围犹如双叶，故以此命名。该映射在 p 的取值范

围内都是满映射，分岔图如图 6 所示。在 p 的取值范

围内它的 Lyapunov 指数总是大于 0，如图 7 所示，因

此双叶映射是混沌映射。由该映射产生的混沌序列的

均值也是变化的，但是变化比较平滑，相对容易进行

曲线拟合，如图 8 所示。 

 


图 5. 双叶映射的映射图 

 

 
图 6. 双叶映射的分岔图 



 
图 7. 双叶映射的 Lyapunov 指数 

 
图 8. 双叶映射的均值曲线 

 

4 拟合曲线 

经过反复拟合，得出双叶映射均值拟合曲线为： 

EX(p)=0.5+0.14*p/(1+p)-0.0085*p/(1.065-p)  (4.1) 

为了得到平衡的数字混沌序列，又得到双叶映射量

化阀值拟合曲线为： 

XQ(p)=0.5+0.3*p/(1+p)-0.025*p/(1.1-p)   (4.2) 

均值拟合曲线与均值的统计曲线如图 9 所示，平衡

阀值统计曲线与拟合曲线如图 10 所示： 

 

 
图 9. 均值拟合曲线 

 

 

图 10. 量化阀值拟合曲线 
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5 序列的平衡性 

当采用变参数双叶混沌映射时，利用拟合曲线可

以容易地得到平衡的连续值混沌序列和平衡的数字混

沌序列，图 11 所示展示了在不同精度等级下变分岔参

数双叶混沌序列的平衡性，可以发现，无论是 8 位精

度、16 位精度还是 32 位精度，都能够就较快地收敛

到 0，说明序列具有良好的平衡特性。图 12 所示为不

同分岔参数下的双叶数字混沌序列与 Logistic 的数字

混沌序列平衡性的比较。 

 

 
图 11. 不同精度下的双叶连续序列的平衡性 

 

 
图 12. 双叶数字混沌序列的平衡性 

 

数字混沌序列若要应用到扩频通信，需要序列严

格平衡，即序列长度为偶数时，1 和 0 的个数相等，

若序列长度为奇数时，1 的个数比 0 的个数多一个。

为了得到平衡的数字混沌序列，可以在更长的混沌序

列中去截取，因为在无穷长的混沌混列中，总是有很

多的序列段是平衡的。例如在某一随机初始值产生的

长度为 10000，有限精度 m=16 的变参数双叶映射数字

混沌序列中，可以截取的平衡序列的数量见表 2。 

表 2. 长度为 10000 的双叶数字混沌序列中所含平衡短序列的数量 

N 32 64 128 256 512 1024

m 1395 958 684 586 351 183 

n 203 100 50 24 12 7 

N：截取短序列的长度 

m: 可截取平衡序列数量（有重叠） 

n: 可截取平衡序列数量（不重叠） 

6 相关特性 

在 16 位精度下采用变参数双叶混沌映射生成一系

列平衡混沌序列，这些序列具有良好的随机特性，图

13 所示为平衡的连续混沌序列的自相关特性，图 14 所

示为平衡的连续混沌序列的互相关特性，它的相关特性

非常接近理想的 Logistic 混沌序列，如自相关旁瓣方差

和互相关方差都接近理想值（1/4N）。 

 

 
图 13. 连续混沌序列的周期自相关特性 

 

 
图 14. 连续混沌序列的周期互相关特性 

 

图 15 所示为平衡的数字混沌序列的自相关特性，

图 16 所示为平衡的数字混沌序列的互相关特性，它非

常接近随机二进制序列的相关特性。 
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